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���
$
����� ��� � �
�
����� ������ �	���� t = 0 ������ %$! � �	�'��� ϕ (x)� /

�!�
�� Ω = ]0, l[× ]0, T [ 	�&
���� %
�
�
9(
∂α

∂tα
+

∂4

∂x4

)
u (x, t) = 0 (1 < α < 2) , 0�1

u (0, t) = ux (0, t) = uxx (l, t) = uxxx (l, t) = 0 (0 < t < T ) , 0-1

u (x, 0) = ϕ (x) , ut (x, 0) = 0 (0 < x < l) , 0.1

$�� l : ���
 !
��� α : ��	���� �	�!��� �	�%������� ����	�� �
	
���	%��� %
*

���
�� ����!
�� �2� �;5�-�� )	�!��� �''�	���	��
�� � 0�1 ����
���� � ������

�	�%������ ,
����

∂α

∂tα
u (x, t) =

1

Γ(2− α)

∫ t

0

uss (x, s) (t− s)1−αds.

/ 0�1 �����%��
�� !�%	
%��	��� �	��� t  ���	��
�
 x< 3� ��	������� �������� �

�
	
���	
� τ  4
√

EJτ 2/(ρS)� $�� E  ρ : ������ =�$
  ��������� �
��	
�
� S  J :
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u (x, t) =
∞∑
k=0

ck Eα,1

(−λ4
k tα

)
vk (x),  &"

Eα,μ (z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (αk + μ)
,

��� Eα,μ (z) � '%��
� (
����)*�''����� +  &" λk 
 vk(x) ��������,��� ��� ����
�

��������	�� �����


v
(4)
k (x)− λkvk (x) = 0,  -"

vk (0) = v′k (0) = v′′k (l) = v′′′k (l) = 0.  ."

/�
��� �������
�

w (x, λ) =
1

2λ3
(shλx − sinλx ) .

(�0� �������	� ��� ����
� �����
  -" ��0�� �1�	 ����������� � �
��

vk (x) = wxxx (l, λk)w (x, λk)− wxx (l, λk)wx (x, λk) ,

��� λk � ����0
���	1� ���
 %����
�

chλkl · cosλkl = −1,

���%������1� � ������� ��������
�� ��
�� � k = 0�

/�
 ���	�
� � 
���� ����� ��
�����
������ '���%��

λk ≈ π

2l
(2k + 1) .  2"

(������ 3	,��� �1�
 �
���� ��������1 ����1� �����	�� ����� %����
�  2"�

4����
� 5�
� �������� � ��������
 �� '���%��  2" �����1����� ��� %0� ��� k = 3 
����

����� �������
� ���%�	����� � ������	, �� ���� �����
�1� ������ 6��
� ��������

����	 
���� ��1�� ��
����
 ���	�� ����1� ��� ���� 7�� $89 λ1 = 1.875/l: λ2 = 4.694/l�

+ �
�% ������� 
� %����
�  $"� ��� ��������
� ck ���%���� ��������

ϕ (x) =
∞∑
k=0

ckvk(x).

;��,�� ����%��� ���

ck =
〈ϕ, vk〉
〈vk, vk〉 , 〈a, b〉 =

∫ l

0

a (x) b (x) dx.
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� ����� 	
���� � ����	��� ����
����� 	������� ϕ (x) ����� ���� ����� �������

ϕ (x) =
z x2

3l4
(
x2 − 4lx+ 6 l2

)
, ���

���� �� ��!��� " ���
� ��������# ��
��$ � ��� z %�� ���	���
���� !��� ����� 	��&

��!���� ����� ��
��$ '���� �� ���� "�
�����  ������ ��!��� ��� ( �)� � 	
�!�*���

��!�

u (x, t) =
∞∑
k=0

〈ϕ, vk〉
〈vk, vk〉Eα,1

(−λ4
k tα

)
vk (x), �+�

�!�

vk (x) =
1

4
[(chλkl + cosλkl ) (shλkx − sinλkx )− (shλkl + sinλkl ) (chλkx − cosλkx )] .

,��	������� ��	���� ��
�� ��-�!��	� ��  ������ ��� " � α = 2. νk = λ2
k/(2π)$ /	
�

"� �#�� �  ���� ��� ��
������ �� !
�  �		��� ������# ��
�� "�
����	� 	
�!�*���

�� ��
� !
� 	��	������- ��	���

νk =
λ2
k

2π

√
EJ

ρS
. ��0�

1!�	� ������ ��� ��� "�"� ������ 	������ J !�
��� ����	
���	� ����	���
��� �	�

"� "��!���
� ��# "
�	��	�� ������ ��
��$ 2
� %���� 	
���� ����� ���
�� "�! ����

	�$ 3�) 	$ �4)&�456�.

J =
bh3

12
, S = bh, ����

�!� b � h 7 �� ��� � ��	��� 	������ ��
��$ 8� ��0� � ���� ��-�!��	� " ������	�� ������

�� ��
� !
� ��	���� �	������� ���� ��
�����#.

ν1 ≈ 0.162
h

l2

√
E

ρ
. ����

9��
���	��� ��	���� ��
�����#  ����

ω1 = 2πν1 ≈ 1.015
h

l2

√
E

ρ
. ��)�

'���� �� ���� !
� �!�� �!��# ��
�� " ������
����� 	������ 	��	������� ��	���� ��&


�����# �� ����	�� �� �� �� ���$ :� 	 ������* 	 ��
��# � ���� �# ��� ����� ��!�
�&

�� 346 ��	���� �	������� ���� ��
�����# ���������	� " ��
�����
��� � ��	��  ��$

: ���!�� ��"� �  �	��� " ������# ��	���	�� ��
�� k⊥ ���� �� 	������	����� �� &

����
����� ��" ��
���*$ :�������
���� %�� ��� ��������# ��
�� �� ������� �� ��
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������ ��	 M(x)
 ����

V =
1

2E

∫ l

0

M2(x)

J(x)
dx =

k2
⊥z

2

2EJ

∫ l

0

x2dx =
k2
⊥z

2l3

6EJ
. ����

��������� �������� ���� � ��������	���� ������� ������� k⊥z2/2
 ��	����

k⊥ =
3EJ

l3
=

bE

4

(
h

l

)3

. ����

 !!������� ����� ����		����� ����

m =
k⊥
ω2
1

≈ 0.243m0, ��"�

�#� m0 $ ����� %�	��& '���� �%��(��
 (�#��� ����� %��� (������ ����)��� *�+,- �����

��	�%���� %�	�� ����� ���%	������ ������������ ��	�%���� ���������� �������� �

�����������
 ����#�	������ !����	��� ���� � ��"�&

. ������� ��(/�� ������� �	�#�/)��& ��� (����� ��� #	� ����� #��������� ����0

��� ��	�%���� �� ���%����� �#��� #���	����	���� �	�������  �#� #����������� ��	�

������& 1������ ���#��	������ (��	/������  ����	�(�����  ��� �������0#�!!����0

���	����� ��������� �� ��������� !������� ������& . ��	���� �� �	����������� �����0

������	����� (���2���� ��	�%����
  ��3�� �	���� ��	������� (���2����
 ������� ����0

#�	����� �������� ���	�� ��	�� !������ 4�����05�!!	��� ��� 1 < α < 2 ���& *��,�&

����������

�� ������� ��	� �������	
�� ��������� ��� ����������� ����� ��� ��

�� 
����� ���� ��������	���� �������	��� ��� ������ ��� ����� !�� ��

"� ������� ����� ��� ����� ����� �� #�	�$��� � ��%������� ��	�� ��� ��&������������

��'�� !�� ��

!� 
���������� �� �� ���! 	���� ��"���� 	�#� ����	�������� ��	�$���� $�	�� � ����	��(

�)�� ���*��� � ����������� ���$�� � ���� ��(��++����*������� ,, -���	���� +�����

� ����������� �.��� / !� �� ��0���

�� ���!��� 	�#� 1��$��� ��2��	���� � � � ����������� ��� ������	��� �.."� ��� ��

�� $�����% 	�&�� '��� 	��� 3���	
������� ���*��*�� +�����	� � +����� ����������������

����) ,, 4�5� ���"� 6� ��"� / ��� �� �0�.�

�� �(�%��� ���� ����� ���$�)� ���������)�� 4	
������ 3��(�� 78���&��9� �..'� ��� ��

'� )*+,-,. /�0� : ;<=<>?@ AB@CDEB= FB> DG< FBC>DG(B>H<> F>?IDEB=?@ HEJCAEB=(K?L< <MC?DEB= ,,

N>?IDEB=?@ O?@IC@?DEB= ?=H :PP@E<H :=?@QAEA� �...� LB@� "� PP� �0���

�� )*+,-,. /�0� : ;<=<>?@ AB@CDEB= FB> ? FBC>DG(B>H<> F>?IDEB=?@ HEJCAEB=0K?L< <MC?DEB= H<R=<H E=

? SBC=H<H HBT?E= ,, OBTPCD<>A ?=H UD>CIDC><A� �..�� LB@� ��� PP� �!��0��.��

�.� 
���������� �� �� ���! 	��� 5��)� ����� ������� ���V��WX�� ��	�$���� $�	�� � �����

����	���)� ���*�� ,, YV���	 �����2����� +������ �.��� 6� '�� / �� �� �"�!0�"�'�

��� ���! 	���� 
���������� �� � 8��	�� �)�V%����)� ��	�$���� ���$�� � ��*�		���� ,,

-��
�� � YV���	 �����2����� +������ �.��� 6� !�� / �� �� "!0"��
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