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Обобщенная функция Миттаг-Леффлера

𝐸𝜌
𝛼,𝛽(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

(𝜌)𝑘𝑧
𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽)𝑘!
,

где (𝜌)𝑘 – символ Похгаммера, Γ(𝑧) – гамма-функция Эйлера, была вперые рассмотрена в
работе [1]. В частности, при 𝜌 = 1, из общенной функции Миттаг-Леффлера получается
функция Миттаг-Леффлера:

𝐸1
𝛼,𝛽(𝑧) = 𝐸𝛼,𝛽(𝑧).

Для обобщенной функции Миттаг-Леффлера справедливость соотношения(︂
𝜕

𝜕𝜆

)︂𝑚

[𝐸𝛼,𝛽(𝜆)] = 𝑚!𝐸𝑚+1
𝛼,𝛼𝑚+𝛽(𝜆) (1)

была доказана в работе [2]. Для функции Миттаг-Леффлера интегральные представле-
ния и асимптотические формулы впервые доказаны в [3, c. 134].

В данной работе выводятся интегральные представления и асимптотические формулы
для обобщенной функции Миттаг-Леффлера.

1. Интегральные предствления обобщенной функции Миттаг-Леффлера.
Через 𝛾(𝑟, 𝜔𝜋) (𝑟 > 0, 0 < 𝜔 ≤ 1) обозначим контур, пробегаемый в направлении неубы-
вания arg 𝑝 и состоящий из следующих частей:

1. луч arg 𝑝 = −𝜔𝜋, |𝑝| ≥ 𝑟;
2. дуги −𝜔𝜋 < arg 𝑝 ≤ 𝜔𝜋 окружности |𝑝| = 𝑟;
3. луч arg 𝑝 = 𝜔𝜋, |𝑝| ≥ 𝑟.
В случае 0 < 𝜔 ≤ 1 контур 𝛾(𝑟, 𝜔𝜋) разбивает плоскость 𝑝 на 𝐺− и 𝐺+, лежащие слева

и справа соответственно от 𝛾(𝑟, 𝜔𝜋).
Интегральные представления для функции Миттаг-Лефлера получены в работе [3, c.

127]: пусть 𝛼 < 2, 𝛽– произвольное комплексное число, а также выполняется неравенство

𝜋𝛼

2
< 𝜃 < 𝑚𝑖𝑛{𝜋, 𝜋𝛼}.

Тогда если 𝜆 ∈ 𝐺−(𝑟, 𝜃), то
1.

𝐸𝛼,𝛽(𝜆) =
1

2𝜋𝑖𝛼

∫︁
𝛾(𝑟,𝜃)

exp (𝑝
1
𝛼 )𝑝

1−𝛽
𝛼

𝑝− 𝜆
𝑑𝑝; (2)

если 𝜆 ∈ 𝐺+(𝑟, 𝜃), то
2.

𝐸𝛼,𝛽(𝜆) =
1

𝛼
𝜆

1−𝛽
𝛼 exp (𝜆

1
𝛼 ) +

1

2𝜋𝑖𝛼

∫︁
𝛾(𝑟,𝜃)

exp (𝑝
1
𝛼 )𝑝

1−𝛽
𝛼

𝑝− 𝜆
𝑑𝑝. (3)
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Учитывая соотношение (1), связывающее функцию Миттаг-Леффлера с обобщенной
функцией Миттаг-Леффлера, продифференцируем по 𝜆 представление (2). Получим:

(︂
𝜕

𝜕𝜆

)︂𝑚

[𝐸𝛼,𝛽(𝜆)] =

(︂
𝜕

𝜕𝜆

)︂𝑚

⎡⎢⎣ 1

2𝜋𝑖𝛼

∫︁
𝛾(𝑟,𝜃)

exp (𝑝
1
𝛼 )𝑝

1−𝛽
𝛼

𝑝− 𝜆
𝑑𝑝

⎤⎥⎦ =

=
1

2𝜋𝑖𝛼

∫︁
𝛾(𝑟,𝜃)

exp (𝑝
1
𝛼 )𝑝

1−𝛽
𝛼

(︂
𝜕

𝜕𝜆

)︂𝑚 [︂
1

𝑝− 𝜆

]︂
𝑑𝑝 =

𝑚!

2𝜋𝑖𝛼

∫︁
𝛾(𝑟,𝜃)

exp (𝑝
1
𝛼 )𝑝

1−𝛽
𝛼

(𝑝− 𝜆)𝑚+1
𝑑𝑝,

откуда

𝐸𝑚+1
𝛼,𝛼𝑚+𝛽(𝜆) =

1

2𝜋𝑖𝛼

∫︁
𝛾(𝑟,𝜃)

exp (𝑝
1
𝛼 )𝑝

1−𝛽
𝛼

(𝑝− 𝜆)𝑚+1
𝑑𝑝. (4)

Таким образом, обобщенная функция Миттаг-Леффлера в области 𝐺− представима в
виде интеграла (4).

Найдем теперь интегральное представление обобщенной функции Миттаг-Леффлера
в области 𝐺+. Используя представление (3) функции Миттаг-Леффлера, соотношение
(1), а также разложение

exp (𝜆
1
𝛼 ) =

∞∑︁
𝑗=0

𝜆
1
𝛼
𝑗

𝑗!
,

имеем:

𝐸𝑚+1
𝛼,𝛼𝑚+𝛽(𝜆) =

1

𝛼𝑚!

∞∑︁
𝑗=0

(︀
1
𝛼
(𝑗 − 𝛽 + 1)−𝑚+ 1

)︀
𝑚

𝑗!
𝜆

1
𝛼
(𝑗−𝛽+1)−𝑚+

+
1

2𝜋𝑖𝛼

∫︁
𝛾(𝑟,𝜔𝜋)

exp (𝑝
1
𝛼 )𝑝

1−𝛽
𝛼

(𝑝− 𝜆)𝑚+1
𝑑𝑝. (5)

Первое слагаемое в правой части (5) можно переписать в виде:

1

𝛼𝑚!

∞∑︁
𝑗=0

(︀
1
𝛼
(𝑗 − 𝛽 + 1)−𝑚+ 1

)︀
𝑚

𝑗!
𝜆

1
𝛼
(𝑗−𝛽+1)−𝑚 =

=
𝜆

1
𝛼
(1−𝛽)−𝑚

𝛼𝑚!
1Ψ1

[︂
( 1
𝛼
, 1
𝛼
(1− 𝛽) + 1)1,1

( 1
𝛼
, 1
𝛼
(1− 𝛽)−𝑚+ 1)1,1

⃒⃒⃒⃒
𝜆

1
𝛼

]︂
где 𝑝Ψ𝑞

[︁
(𝑎𝑙,𝛼𝑙)1,𝑝
(𝑏𝑙,𝛽𝑙)1,𝑞

⃒⃒⃒
𝜆𝑧
]︁
– обобщенная функция Райта [4].

Асимпотическая формула обобщенной функции Райта для больших значений |𝜆| по-
лучена в работе [?]:

1Ψ1

[︂
( 1
𝛼
, 1
𝛼
(1− 𝛽) + 1)1,1

( 1
𝛼
, 1
𝛼
(1− 𝛽)−𝑚+ 1)1,1

⃒⃒⃒⃒
𝜆

1
𝛼

]︂
= |𝜆|

1
𝛼
𝑚𝑒𝑖𝜁𝑚𝑒𝜆

1/𝛼𝑒𝑖𝜁

[︃
𝑀−1∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘|𝜆|
1
𝛼
𝑘𝑒𝑖𝜁𝑘 +𝑂

(︃
1

|𝜆| 1𝛼𝑀

)︃]︃
,

(6)
где

Γ( 1
𝛼
𝑗 − 1

𝛼
𝑗(1− 𝛽) + 1)

Γ( 1
𝛼
𝑗 − 1

𝛼
𝑗(1− 𝛽)−𝑚+ 1)𝑗!

=
𝑀∑︁
𝑘=0

1/𝛼𝐴𝑘

Γ( 1
𝛼
𝑗 + 𝑏𝑘)

+𝑂

(︂
1

Γ( 1
𝛼
𝑗 + 𝑏𝑀+1)

)︂
.



18 Мажгихова М.Г.

В частности, 𝐴0 = ( 1
𝛼
)𝑚.

Из асимптотической формулы (6) видно, что при |𝜆| → ∞ обобщенная функция Райта
стремится к бесконечности как экспонента.

Получили, что в области 𝐺+ обобщенная функция Миттаг-Леффлера представима в
интегральной форме (5).

2. Асимптотические формулы для обобщенной функцииМиттаг-Леффлера.
Теорема. Пусть 𝛼 < 2, 𝛽– произвольное комплексное число, а также выполняется

неравенство
𝜋𝛼

2
< 𝜔𝜋 < 𝑚𝑖𝑛{𝜋, 𝜋𝛼}.

Тогда для любого целого 𝑁 > 1 при |𝜆| → ∞ справедливы следующие асимптотические
формулы:

1. При 𝜔𝜋 ≤ | arg 𝜆| ≤ 𝜋

𝐸𝑚+1
𝛼,𝛼𝑚+𝛽(𝜆) =

𝑁∑︁
𝑠=𝑚+1

(−1)𝑚+1(𝑠−𝑚)𝑚
𝑚!𝜆𝑠Γ(𝛽 − (𝑠−𝑚)𝛼)

+𝑂

(︂
1

|𝜆|𝑁+1

)︂
; (7)

2. при | arg 𝜆| ≤ 𝜔𝜋

𝐸𝑚+1
𝛼,𝛼𝑚+𝛽(𝜆) =

1

𝛼𝑚!

∞∑︁
𝑗=0

(︀
1
𝛼
(𝑗 − 𝛽 + 1)−𝑚+ 1

)︀
𝑚

𝑗!
𝜆

1
𝛼
(𝑗−𝛽+1)−𝑚+

+
𝑁∑︁

𝑠=𝑚+1

(−1)𝑚+1(𝑠−𝑚)𝑚
𝑚!𝜆𝑠Γ(𝛽 − (𝑠−𝑚)𝛼)

+𝑂

(︂
1

|𝜆|𝑁+1

)︂
. (8)

Доказательство. 1. Выберем число 𝜃 так, чтобы

𝜋𝛼

2
< 𝜃 < 𝜔𝜋 < 𝑚𝑖𝑛{𝜋, 𝜋𝛼}. (9)

В формулу интегрального представлениям (4) для области 𝐺− (полагая 𝑟 = 1) подставим
разложение

1

(𝑝− 𝜆)𝑚+1
=

1

𝑚!

(︂
𝜕

𝜕𝜆

)︂𝑚 [︂
1

𝑝− 𝜆

]︂
=

1

𝑚!

(︂
𝜕

𝜕𝜆

)︂𝑚
[︃
−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘−1

𝜆𝑘
+

𝑝𝑛

𝜆𝑛(𝑝− 𝜆)

]︃
=

=
𝑛∑︁

𝑘=1

(−1)𝑚+1𝑝𝑘−1(𝑘)𝑚
𝑚!𝜆𝑘+𝑚

+
𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘(𝑛)𝑘𝑝
𝑛

𝑘!𝜆𝑛+𝑘(𝑝− 𝜆)𝑚−𝑘+1
. (10)

Учитывая интегральную формулу Ханкеля [6]

1

Γ(𝑧)
=

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾(1,𝜃)

𝑒𝑝𝑝−𝑧𝑑𝑝, (𝑅𝑒𝑧 > 0) (11)

получим:

𝐸𝑚+1
𝛼,𝛼𝑚+𝛽(𝜆) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑚+1(𝑘)𝑚
𝑚!𝜆𝑘+𝑚Γ(𝛽 − 𝛼𝑘)

+
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+
1

2𝜋𝑖𝛼

∫︁
𝛾(1,𝜃)

exp(𝑝1/𝛼)𝑝
1−𝛽
𝛼

+𝑛

𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘(𝑛)𝑘
𝑘!𝜆𝑛+𝑘(𝑝− 𝜆)𝑚−𝑘+1

𝑑𝑝

или (после замены переменной суммирования)

𝐸𝑚+1
𝛼,𝛼𝑚+𝛽(𝜆) =

𝑁∑︁
𝑠=𝑚+1

(−1)𝑚+1(𝑠−𝑚)𝑚
𝑚!𝜆𝑠Γ(𝛽 − (𝑠−𝑚)𝛼)

+

+
1

2𝜋𝑖𝛼

∫︁
𝛾(1,𝜃)

𝑒𝑥𝑝(𝑝1/𝛼)𝑝
1−𝛽
𝛼

+𝑛

2𝑚∑︁
𝑠=𝑚

(−1)𝑠−𝑚(𝑛)𝑠−𝑚

(𝑠−𝑚)!𝜆𝑛+𝑠−𝑚(𝑝− 𝜆)2𝑚−𝑠+1
𝑑𝑝. (12)

При достаточно большом значении |𝜆|, согласно (9), имеем

min
𝛾(1,𝜃)

|𝑝− 𝜆| = |𝜆| sin(𝜔𝜋 − 𝜃).

Тогда из представления (12) следует оценка

⃒⃒⃒
𝐸𝑚+1

𝛼,𝛼𝑚+𝛽(𝜆)−
𝑁∑︁

𝑠=𝑚+1

(−1)𝑚+1(𝑠−𝑚)𝑚
𝑚!𝜆𝑠Γ(𝛽 − (𝑠−𝑚)𝛼)

⃒⃒⃒
≤

≤ |𝜆|−𝑁−1

2𝜋𝛼 sin(𝜔𝜋 − 𝜃)

2𝑚∑︁
𝑠=𝑚

(𝑛)𝑠−𝑚

(𝑠−𝑚)!

∫︁
𝛾(1,𝜃)

|𝑒𝑥𝑝(𝑝1/𝛼)||𝑝
1−𝛽
𝛼

+𝑛||𝑑𝑝|,

откуда получаем асимптотическую формулу (7).
2. Далее, в области 𝐺+ выберем угол 𝜃 так, чтобы

𝜋𝛼

2
< 𝜔𝜋 < 𝜃 < 𝑚𝑖𝑛{𝜋, 𝜋𝛼}.

В найденое интегральное представление (5) подставим разложение (10). Получим (с уче-
том интегральной формулы Ханкеля (11)):

𝐸𝑚+1
𝛼,𝛼𝑚+𝛽(𝜆) =

1

𝛼𝑚!

∞∑︁
𝑗=0

(︀
1
𝛼
(𝑗 − 𝛽 + 1)−𝑚+ 1

)︀
𝑚

𝑗!
𝜆

1
𝛼
(𝑗−𝛽+1)−𝑚+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

(−1)𝑚+1(𝑘)𝑚
𝑚!𝜆𝑘+𝑚Γ(𝛽 − 𝛼𝑘)

+
1

2𝜋𝑖𝛼

∫︁
𝛾(1,𝜃)

𝑒𝑥𝑝(𝑝1/𝛼)𝑝
1−𝛽
𝛼

+𝑛

𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘(𝑛)𝑘
𝑘!𝜆𝑛+𝑘(𝑝− 𝜆)𝑚−𝑘+1

𝑑𝑝

или (после замены переменной суммирования)

𝐸𝑚+1
𝛼,𝛼𝑚+𝛽(𝜆) =

1

𝛼𝑚!

∞∑︁
𝑗=0

(︀
1
𝛼
(𝑗 − 𝛽 + 1)−𝑚+ 1

)︀
𝑚

𝑗!
𝜆

1
𝛼
(𝑗−𝛽+1)−𝑚+

+
𝑁∑︁

𝑠=𝑚+1

(−1)𝑚+1(𝑠−𝑚)𝑚
𝑚!𝜆𝑠Γ(𝛽 − (𝑠−𝑚)𝛼)

+
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+
1

2𝜋𝑖𝛼

∫︁
𝛾(1,𝜃)

𝑒𝑥𝑝(𝑝1/𝛼)𝑝
1−𝛽
𝛼

+𝑛

2𝑚∑︁
𝑠=𝑚

(−1)𝑠−𝑚(𝑛)𝑠−𝑚

(𝑠−𝑚)!𝜆𝑛+𝑠−𝑚(𝑝− 𝜆)2𝑚−𝑠+1
𝑑𝑝. (13)

При |𝜆| → ∞
min
𝛾(1,𝜃)

|𝑝− 𝜆| = |𝜆| sin(𝜃 − 𝜔𝜋).

Оценим последний интеграл в правой части формулы (13):

𝐼 ≤ |𝜆|−𝑁−1

2𝜋𝛼 sin(𝜃 − 𝜔𝜋)

∫︁
𝛾(1,𝜃)

|𝑒𝑥𝑝(𝑝1/𝛼)||𝑝
1−𝛽
𝛼

+𝑛|
2𝑚∑︁
𝑠=𝑚

(𝑛)𝑠−𝑚

(𝑠−𝑚)!
|𝑑𝑝|,

откуда следует асимптотическая формула (8).
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ABSTRACT
In the paper, we find integral representations and asymptotic expansions for the generalized

Mittag-Leffler function.
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АННОТАЦИЯ
Найдены интегральные представления для обобщенной функции Миттаг-Леффлера. Для

полученных представлений выписаны асимптотические формулы.

Ключевые слова. Обобщенная функция Миттаг-Леффлера, интегральное представление,

асимптотическая формула.
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