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Аннотация. В данной работе исследуется линейное обыкновенное дифференци-
альное уравнение с переменными коэффициентами, с оператором дробного диффе-
ренцирования Джрбашяна – Нерсесяна первого порядка и с переменным запазды-
ванием. Исследуемое уравнение редуцировано к интегральному уравнению Воль-
терра второго рода. Выписано общее представление решения начальной задачи в
явном виде. Решение задачи получено методом шагов. Дробные операторы учи-
тывают историю рассматриваемого процесса, что позволяет моделировать различ-
ные эффекты, часто встречающиеся в природных явлениях и представляют собой
хороший инструмент для описания памяти и наследственных свойств различных
материалов и процессов. При протекании процессов происходит задержка времени.
Задержка возникает, потому что всегда существует временная продолжительность
некоторых процессов. Поэтому, дифференциальные уравнения, содержащие как
дробную производную, так и запаздывание аргумента, являются более реалистич-
ными при описании математических моделей различных процессов.
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Abstract. In this paper, for a linear ordinary differential equation with variable
coefficients, with a Dzhrbashyan – Nersesyan fractional differentiation operator of the
first order and with variable delay, the method of steps for solving the initial problem
is implemented. Fractional operators take into account the history of the process under
consideration. There is also a time delay during the processes. The delay occurs because
there is always a time duration for some processes. Therefore, differential equations
containing both a fractional derivative and an delay argument are more realistic when
describing mathematical models of various processes. The equation under study is
equivalently reduced to a Volterra integral equation of the second kind. The general
representation of the solution is explicitly written out.
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Введение. Постановка задачи
В данной работе исследуется начальная задача для уравнения с оператором дробно-

го дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна с переменными коэффициентами и с
переменным запаздыванием

D
\{ \gamma 0,\gamma 1\} 
0t u(t) - \lambda (t)u(t) - \mu (t)u(t - \tau (t)) = f(t), t > 0, (1)

где 0 < \gamma 0, \gamma 1 \leq 1, причем \gamma 0 + \gamma 1 > 1, \lambda (t), \mu (t) – непрерывные функции, функция \tau (t) –
непрерывная функция, обладающая следующими свойствами:

1) функция \tau (t) > 0 для всех t \in [0,\infty );
2) для любого c \geq  - \tau (0) функция \tau (t) пересекается с прямой t  - c ровно в одной

точке.
Оператор дробного дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна с двумя парамет-

рами \gamma 0, \gamma 1 определяется соотношением [1]

D
\{ \gamma 0,\gamma 1\} 
0t u(t) = D\gamma 1 - 1

0t D\gamma 0
0t u(t), (2)
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где D\gamma 1 - 1
0t , D\gamma 0

0t – операторы дробного интегрирования и дифференцирования Римана –
Лиувилля [2]

D\alpha 
stg(t) =

\left\{         
sign(t-s)
\Gamma ( - \alpha )

t\int 
s

g(\xi )d\xi 
| t - \xi | \alpha +1 , \alpha < 0;

g(t), \alpha = 0;

signn(t - s) dn

dtn
D\alpha  - n

st g(t), n - 1 < \alpha \leq n, n \in \BbbN ,

(3)

\Gamma (z) – гамма функция Эйлера.
В случае \gamma 0 = \alpha , \gamma 1 = 1 оператор Джрбашяна – Нерсесяна переходит в дробный

оператор Римана – Лиувилля [2, c. 9]

D
\{ \alpha ,1\} 
0t u(t) = D\alpha 

0tu(t), 0 < \alpha \leq 1,

а при \gamma 1 = \alpha , \gamma 0 = 1 оператор Джрбашяна – Нерсесяна переходит в производную Гераси-
мова – Капуто (регуляризованная дробная производная) [2, c. 11]:

D
\{ 1,\alpha \} 
0t u(t) = \partial \alpha 

0tu(t), 0 < \alpha \leq 1,

где дробная производная Герасимова – Капуто определяется равенством

\partial \alpha 
0tu(t) = D\alpha  - m

0t u(m)(t), m - 1 < \alpha \leq m, m \in \BbbN . (4)

Теорема существования и единственности решения начальной задачи для уравнения
с оператором дробного дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна доказана в работе
[1]. Решение начальной задачи для уравнения с производной Джрбащяна – Нерсесяна с
постоянными коэффициентами и с запаздывающим аргументом получено в явном виде
в работе [3].

В данной работе решается начальная задача для уравнения с переменными коэффи-
циентами и с переменным запаздыванием.

Решение задачи будем искать методом шагов. Построим последовательность точек tk
таких, что t0 = 0, tk+1 определяются как решения уравнения

t - \tau (t) = tk,

то есть из соотношения
tk+1 = tk + \tau (tk+1), k = 0, 1, . . . .

Из свойств, наложенных на функцию \tau (t), следует, что tk \rightarrow \infty при k \rightarrow \infty .
Разобьем луч (0,\infty ) точками tk

0 = t0 < t1 < \cdot \cdot \cdot < tn < . . . . (5)

Регулярным решением уравнения (1) назовем функцию
u(t) \in C[ - \tau (0), 0] \cup (0,\infty ) и D\gamma 0 - 1

0t u(t) \in AC[0,\infty ), которая удовлетворяет этому урав-
нению для всех t > 0.

Задача. Найти регулярное решение u(t) уравнения (1), удовлетворяющее условию

u(t) = \varphi 0(t),  - \tau (0) \leq t \leq 0, lim
t\rightarrow 0

D\gamma 0 - 1
0t u = a. (6)

MATHEMATICS
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Подействовав оператором D - \alpha 
0t на обе части уравнения (1), приведём его к интеграль-

ному виду:

u(t) - D - \alpha 
0t \lambda (t)u(t) - D - \alpha 

0t \mu (t)u(t - \tau (t)) = D - \alpha 
0t f(t) + a

t\gamma 0 - 1

\Gamma (\gamma 0)
. (7)

На первом шаге t \in (0, t1]. Тогда t  - \tau (t) \in [ - \tau (0), 0], а
u(t - \tau (t)) = \varphi 0(t - \tau (t)), и уравнение (7) сводится к следующему уравнению

u(t) - 1

\Gamma (\alpha )

t\int 
0

\lambda (\xi )(t - \xi )\alpha  - 1u(\xi )d\xi = F0(t), (8)

где

F0(t) = D - \alpha 
0t \mu (t)u(t - \tau (t)) +D - \alpha 

0t f(t) + a
t\gamma 0 - 1

\Gamma (\gamma 0)
.

На втором шаге t \in [t1, t2], а t - \tau (t) \in [0, t1]. С учетом этого уравнение (7) сводится к
уравнению

u(t) - 1

\Gamma (\alpha )

t\int 
t1

\lambda (\xi )(t - \xi )\alpha  - 1u(\xi )d\xi = F1(t),

где

F1(t) = D - \alpha 
0t f(t) + a

t\gamma 0 - 1

\Gamma (\gamma 0)
+ D - \alpha 

0t \mu (t)u(t  - \tau (t)) +
1

\Gamma (\alpha )

t1\int 
0

\lambda (\xi )u(\xi )(t  - \xi )\alpha  - 1d\xi .

Продолжая метод шагов, на k + 1 -ом шаге при t \in [tk, tk+1] уравнение (7) запишем в
виде

u(t) - 1

\Gamma (\alpha )

t\int 
tk

\lambda (\xi )(t - \xi )\alpha  - 1u(\xi )d\xi = Fk(t), (9)

где

Fk = D - \alpha 
0t f(t) + a

t\gamma 0 - 1

\Gamma (\gamma 0)
+ D - \alpha 

0t \mu (t)u(t  - \tau (t)) +
1

\Gamma (\alpha )

tk\int 
0

\lambda (\xi )u(\xi )(t  - \xi )\alpha  - 1d\xi . (10)

Таким образом, решение задачи (1), (6) на каждом шаге сводится к решению инте-
грального уравнения Вольтерра.

Проверим непрерывность решения u(t) в каждой точке tk (k = 1, . . . , n - 1). Действи-

МАТЕМАТИКА
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тельно,

lim
t\rightarrow tk - 0

u(t) =
1

\Gamma (\alpha )

tk - 0\int 
tk - 1

\lambda (\xi )u(\xi )(tk  - \xi )\alpha  - 1d\xi +

+

\biggl[ 
D - \alpha 

0t f(t) + a
t\gamma 0 - 1

\Gamma (\gamma 0)
+D - \alpha 

0t \mu (t)u(t - \tau (t))

\biggr] 
t=tk - 0

+
1

\Gamma (\alpha )

tk - 1\int 
0

\lambda (\xi )u(\xi )(tk  - \xi )\alpha  - 1d\xi =

= D - \alpha 
0tk

\lambda (t)u(t) +

\biggl[ 
D - \alpha 

0t f(t) + a
t\gamma 0 - 1

\Gamma (\gamma 0)
+D - \alpha 

0t \mu (t)u(t - \tau (t))

\biggr] 
t=tk

;

lim
t\rightarrow tk+0

u(t) =
1

\Gamma (\alpha )

tk+0\int 
tk

\lambda (\xi )u(\xi )(tk  - \xi )\alpha  - 1d\xi +

+

\biggl[ 
D - \alpha 

0t f(t) + a
t\gamma 0 - 1

\Gamma (\gamma 0)
+D - \alpha 

0t \mu (t)u(t - \tau (t))

\biggr] 
t=tk+0

+
1

\Gamma (\alpha )

tk\int 
0

\lambda (\xi )u(\xi )(tk  - \xi )\alpha  - 1d\xi =

=

\biggl[ 
D - \alpha 

0t f(t) + a
t\gamma 0 - 1

\Gamma (\gamma 0)
+D - \alpha 

0t \mu (t)u(t - \tau (t))

\biggr] 
t=tk

+D - \alpha 
0tk

\lambda (t)u(t).

Замечание 1. Решение интегрального уравнения (7) при t \in [tk, tk+1] (k = 0, 1, . . . )
имеет вид:

u(t) = Fk(t) +

t\int 
tk

Fk(\xi )
\infty \sum 
n=0

Kn(t, \xi )d\xi ,

где

Kn(t, \xi ) =

t\int 
\xi 

K(t, s)Kn - 1(s, \xi )ds, K(t, \xi ) = K1(t, \xi ) =
(t - \xi )\alpha  - 1

\Gamma (\alpha )
\lambda (\xi ).

Замечание 2. Отметим, что случай, когда метод шагов не может быть продолжен
далее некоторой точки tk называется особым и может наступить при \tau (tk) = 0 когда в
окрестности справа от точки tk функция \tau (t) растет медленнее, чем t. Особый случай
заведомо не может наступить, если inf \tau (t) > 0 [4, с. 21].

Замечание 3. В случае, когда \gamma 0 = 1, \gamma 1 = \alpha и \lambda , \mu – произвольные постоянные, из
уравнения (1) следует уравнение с производной Герасимова – Капуто порядка 0 < \alpha \leq 1

\partial \alpha 
0tu(t) - \lambda u(t) - \mu u(t - \tau (t)) = f(t), t > 0,

и решение начальной задачи для него запишется в следующем виде для всех t \in [tk, tk+1],
k = 0, 1, . . . :

u(t) = u(tk)E\alpha ,1(\lambda (t - tk)
\alpha )+

MATHEMATICS
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+

t\int 
tk

\left[  f(\xi ) + \mu u(\xi  - \tau (\xi )) - 1

\Gamma (1 - \alpha )

tk\int 
0

u\prime (s)ds

(\xi  - s)\alpha 

\right]  (t  - \xi )\alpha  - 1E\alpha ,\alpha (\lambda (t  - \xi )\alpha )d\xi .

Замечание 4. В случае, когда \gamma 0 = \alpha , \gamma 1 = 1 и \lambda , \mu – произвольные постоянные, из
уравнения (1) следует уравнение с производной Римана – Лиувилля порядка 0 < \alpha \leq 1

D\alpha 
0tu(t) - \lambda u(t) - \mu u(t - \tau (t)) = f(t), t > 0,

и решение начальной задачи для него запишется в следующем виде для всех t \in (tk, tk+1],
k = 0, 1, . . . :

u(t) = Fk(t) + \lambda 

t\int 
tk

Fk(\xi )(t - \xi )\alpha  - 1E\alpha ,\alpha (\lambda (t - \xi )\alpha ), t \in (tk, tk+1], k = 0, 1, . . .

где Fk(t) определяется равенством (10).
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