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УВАЖАЕМЫЕ АВТОРЫ И ЧИТАТЕЛИ!

Научный журнал «Доклады Адыгской (Черкесской) Международной академии на-
ук» – рецензируемое периодическое научное издание.

Официальный учредитель – Адыгская (Черкесская) Международная академия наук
(АМАН).

Соиздателями журнала являются: Кабардино-Балкарский государственный универси-
тет им. Х. М. Бербекова; Кабардино-Балкарский государственный аграрный университет
им. В. М. Кокова; Институт экологии горных территорий им. А. К. Темботова РАН; Ин-
ститут прикладной математики и автоматизации Кабардино-Балкарского научного цен-
тра РАН.

Цели журнала: координация и интеграция творческой деятельности ученых и дея-
телей искусств, направленной на развитие науки, образования и культуры; содействие
развитию науки и образования; содействие в подготовке кадров высшей квалификации
в области науки, культуры и искусства; поддержка перспективных исследований, в том
числе выполняемых молодыми учеными, деятелями науки и культуры.

Журнал «Доклады Адыгской (Черкесской) Международной академии наук» публику-
ет оригинальные научные статьи (Full Articles) на русском, английском и кабардинском
языках ряда разделов естественных, технических, медицинских, сельско-хозяственных
и гуманитарных наук, и отвечает требованиям, предъявляемым к современному науч-
ному периодическому изданию. Редколлегия журнала представлена ведущими учеными
России, Абхазии, Казахстана, Узбекистана, Турции.

Журнал осуществляет научное рецензирование всех поступающих в редакцию мате-
риалов.

Политика редакционной коллегии базируется на современных юридических требова-
ниях в отношении клеветы, авторского права, законности и плагиата, поддерживает Ко-
декс этики научных публикаций, сформулированный Комитетом по этике научных пуб-
ликаций, и строится с учетом этических норм работы редакторов и издателей, закреплен-
ных в Кодексе поведения и руководящих принципах наилучшей практики для редактора
журнала и Кодексе поведения для издателя журнала, разработанных Комитетом по пуб-
ликационной этике (COPE Best Practice Guidelines for Journal Editors).

Редакция журнала реализует принцип нулевой толерантности к плагиату. Мониторинг
некорректного цитирования осуществляется с помощью системы «Антиплагиат».

Всем статьям присваивается цифровой идентификатор DOI.
Распространение - Российская Федерация, страны СНГ и Балтии.
Журнал индексируется и архивируется в системе Российского индекса научного цити-

рования (РИНЦ), рассылается в библиотеки ведущих научных и образовательных центров
России, стран ближнего и дальнего зарубежья.

Журнал предоставляет открытый доступ к полным текстам публикаций, т.к. откры-
тый доступ к результатам исследований способствует увеличению глобального обмена
знаниями.

Журнал зарегистрирован комитетом по печати Российской Федерации ПИ No 77-3923
от 30 июня 2000 г.
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DEAR AUTHORS AND READERS!

The scientific Journal «Adyghe International Scientific Journal» is a peer-reviewed periodi-
cal scientific publication.

The official founder is the Adyghe (Circassian) International Academy of Sciences (IAAS).
The co-publishers of the journal are: Kabardino-Balkarian State University named after

H. M. Berbekov; Kabardino-Balkarian State Agrarian University named after V. M. Kokov;
Institute of Ecology of Mountainous Territories named after A. K. Tembotov of RAS; Institute
of Applied Mathematics and Automation of Kabardin-Balkar Scientific Center of RAS.

The objectives of the Journal: coordination and integration of the creative activities of
scientists and artists, aimed at the development of science, education and culture; promoting
the development of science and education; assistance in the training of highly qualified person-
nel in the field of science, culture and art; support for promising research, including those
carried out by young scientists, scientists and cultural workers.

The Journal «Adyghe International Scientific Journal» publishes original scientific articles
(Full Articles) in Russian, English and Kabardian languages a number of sections of the natural,
technical, medical, agricultural and human sciences, and meets the requirements for a modern
scientific periodical. The Editorial Board of the journal is represented by leading scientists from
Russia, Abkhazia, Kazakhstan, Uzbekistan, and Turkey.

The Journal conducts scientific review of all papers submitted to the Editorial Office.
The Editorial Board policy is based on modern legal requirements concerning libel, copy-

right, legality and plagiarism. It complies with the Code of Ethics for Scientific Publications,
formulated by the Committee on the Ethics of Scientific Publications, and is implemented
taking into account the ethical standards of work of editors and publishers enshrined in the
Code of Conduct and Best Practice Guidelines for Journal Editor developed by the Committee
on Publication Ethics (COPE Best Practice Guidelines for Journal Editors).

The Editorial Board follows the principle of zero tolerance to plagiarism. The incorrect
citation shall be monitored with the help of Antiplagiat system.

All articles are assigned a digital DOI.
The Journal is distributed in Russian Federation, CIS and Baltic countries.
The Journal is indexed and archived in Russian Index of Scientifice Citation (RISC), sent

to the libraries of leading scientific and educational centers in Russia, countries of near and far
abroad.

The Journal offers direct open access to the full-text issues based, because open access to
research results contributes to the global knowledge sharing.
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Журналу «Доклады Адыгской (Черкесской) международной
академии наук» 30 лет!

Доклады АМАН. 1994.Т. 1, No 1 Доклады АМАН. 2024.Т. 24, No 4

Уважаемые читатели и коллеги!
В этом году исполнилось 30 лет со дня выхода первого номера журнала «Доклады

Адыгской (Черкесской) международной академии наук».
История возникновения журнала тесно связана с Адыгской (Черкесской) междуна-

родной академией наук (АМАН), которая в 1992 году была создана по инициативе выда-
ющегося ученого, доктора физико-математических наук, профессора Адама Маремовича
Нахушева – первого президента АМАН. В 1994 году вышел первый номер журнала «До-
клады Адыгской (Черкесской) международной академии наук», учредителем которого
стала АМАН, издателем – Президиум АМАН, а организатором и главным редактором –
А. М. Нахушев.

Продолжая традиции АМАН, основной целью которой является объединение ученых
стран ближнего и дальнего зарубежья, журнал «Доклады Адыгской (Черкесской) между-
народной академии наук» освящает актуальные исследования в области математических,
естественных, технических, общественных и гуманитарных наук, выступая платформой
для научных дискуссий и обмена опытом.

С 2024 года наряду с Президиумом АМАН, соиздателями журнала являются Кабар-
дино-Балкарский государственный университет им. Х. М. Бербекова, Кабардино-Балкар-
ский аграрный государственный университет им. В. М. Кокова, Институт прикладной
математики и автоматизации КБНЦ РАН и Институт экологии горных территорий
им. А. К. Темботова РАН, что способствует дальнейшей популяризации Журнала и рас-
ширению читательской аудитории.

В настоящее время журнал «Доклады Адыгской (Черкесской) международной ака-
демии наук» – рецензируемое периодическое научное издание, которое публикует ори-
гинальные научные статьи на русском, английском и кабардинском языках в области
математики, экологии, филологии, истории, а также ряда разделов естественных и гу-
манитарных наук, и отвечает требованиям, предъявляемым к современному научному
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периодическому изданию. Главный редактор – доктор биологических наук, профессор,
действительный член Адыгской (Черкесской) международной академии наук Сафарби
Хасанбиевич Шхагапсоев. Редколлегия журнала представлена ведущими учеными Рос-
сии, Абхазии, Казахстана, Узбекистана, Турции.

Журнал индексируется и архивируется в системе Российского индекса научного цити-
рования (РИНЦ), рассылается в библиотеки ведущих научных и образовательных центров
России, стран ближнего и дальнего зарубежья. На протяжении всего времени существо-
вания журнала редакция журнала совместно с членами редколлегии ведут постоянную
работу, направленную на повышение рейтинга журнала, улучшение качества и ориги-
нальности издания.

В эти дни, когда готовится к изданию 60-ый юбилейный выпуск журнала, мы отдаем
дань памяти тем, кто участвовал в создании и становлении журнала «Доклады Адыгской
(Черкесской) международной академии наук», благодарим всех, кто был с нами все эти
годы.

Выражаем глубокую благодарность президенту АМАН Арсену Башировичу Канокову
за поддержку и постоянную помощь в издании Журнала.

Уважаемые читатели и коллеги, поздравляем вас с 30-летием журнала «Доклады
Адыгской (Черкесской) международной академии наук», желаем вам новых творческих
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Введение.
Исследование краевых задач с характеристическими носителями для вырождающихся

гиперболических уравнений началось с хорошо известных работ Трикоми [1, 2] и Геллер-
стедта [3]. В ходе исследования задачи Трикоми, они изучали задачу Гурса с данными
на характеристиках, выходящих из точки, лежащей в отрицательной полуплоскости. При
этом интервал линии параболического вырождения y = 0 находился на границе области,
где ищется решение задачи Гурса. Характеристическим задачам для нагруженных строго
и слабо гиперболических уравнений посвящены работы [4]–[8].

Объектом исследования в данной работе является уравнение

uyy − y2uxx + ux + 4λu

(
x+

1

2
y2, 0

)
= 0, (1)

которое будет рассматриваться в характеристическом двуугольнике

Ω =

{
(x, y) :

y2

2
< x < 1− y2

2

}
, (2)

λ = const.

Уравнение (1), когда вместо слагаемого 4λu
(
x+ 1

2
y2, 0

)
стоит 4λu

(
x− 1

2
y2, 0

)
, было

предложено А. М. Нахушевым [9] как пример локально нагруженного уравнения, для
которого вторая задача Дарбу

uy(x, 0) = ν(x), u
(x
2
,−

√
x
)
= ϕ(x), 0 < x < 1

в области
{
(x, y) : y2

2
< x < 1− y2

2
, y < 0

}
при λ �= 0 имеет не более одного решения.

Основная часть.
Задача Гурса. Найти регулярное в области Ω при y �= 0 решениие u(x, y) уравнения

(1) из класса C(Ω) ∩ C1(Ω), удовлетворяющее условию

u
(x
2
, sign

√
x
)
= ϕ±(x), 0 ≤ x ≤ 1, (3)

где знак ′′+′′ берется при y > 0 и знак ′′−′′ при y < 0. Предположим, что ϕ+(0) = ϕ−(0),
ϕ±(x) ∈ C1(J) ∩ C3(J), J = (0, 1).

В характеристических переменных

ξ = x− 1

2
y2, η = x+

1

2
y2 (4)

уравнение (1) принимает вид

vξη −
1/2

η − ξ
vη +

λv(η, η)

η − ξ
= 0,

где

v(ξ, η) = u

(
ξ + η

2
, sign

√
η − ξ

)
.
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Области Ω+ = Ω ∩ {(x, y) : y > 0} и Ω− = Ω ∩ {(x, y) : y < 0} на евклидовой плоскости
точек (ξ, η) имеют своим образом одну и ту же прямоугольную область

Ω1 = {(ξ, η) : 0 < ξ < η < 1}. (5)

Преобразование (4) является особым, так как его якобиан равен 2y и при y = 0 обра-
щается в ноль.

Условия (3) переходят в условия

v(0, η) = ϕ±(η), 0 ≤ η ≤ 1. (6)

Пусть существует решение задачи Гурса (3) для уравнения (1) в области Ω и

τ(x) = u(x, 0), ν(x) = uy(x, 0),

тогда используя представление (15) из работы [9] несложно показать, что наша задача
эквивалентным образом редуцируется к следующему нагруженному интегральному урав-
нению

u±(x, y) = τ(ξ)− signy

2

η∫

ξ

ν(t)√
t− ξ

dt+ λ

η∫

ξ

η∫

ξ1

(η1 − ξ1)
− 1

2 (η1 − ξ)−
1
2u±(η1, 0)dη1dξ1, (7)

которое определено в области Ω1.
Здесь

u(x, y) =

{
u+(x, y), (x, y) ∈ Ω+,
u−(x, y), (x, y) ∈ Ω−.

Теорема. Пусть λ �= 0. Тогда задача Гурса (3) для уравнения (1) разрешима, и причем
единственным образом, а её решение имеет вид

u(x, y) =
1

2λ
ψ′
1

(
x− 1

2
y2
)
− signy

2

x+ 1
2
y2∫

x− 1
2
y2

√
t

t− x+ 1
2
y2

ψ′
2(t)dt+

+
1

2

x+ 1
2
y2∫

x− 1
2
y2

x+ 1
2
y2∫

ξ

(η − ξ)−
1
2

(
η − x+

1

2
y2
)− 1

2

ψ′
1(η)dηdξ, (8)

где
ψ1(x) = ϕ+(x) + ϕ−(x)− ϕ+(0)− ϕ−(0),

ψ2(x) = ϕ−(x)− ϕ+(x) + ϕ+(0)− ϕ−(0).

Действительно, удовлетворяя (7) условиям (6), получим

ϕ±(η) = τ(0)∓ 1

2

η∫

0

ν(t)√
t
dt+ λ

η∫

0

η∫

t

(η1 − t)−
1
2η

− 1
2

1 τ(η1)dη1dt.
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Отсюда принимая во внимание, что ϕ±(0) = 0, имеем

λ

x∫

0

x∫

t

(ξ − t)−
1
2 (ξ − t)−

1
2 τ(ξ)dξdt =

1

2

x∫

0

ν(t)√
t
dt+ ϕ+(x)− ϕ−(0),

λ

x∫

0

x∫

t

(ξ − t)−
1
2 ξ−

1
2 τ(ξ)dξdt = −1

2

x∫

0

ν(t)√
t
dt+ ϕ−(x)− ϕ−(0).

Почленное сложение и вычитание двух последених соотношений дает

λ

x∫

0

x∫

t

(ξ − t)−
1
2 ξ−

1
2 τ(ξ)dξdt = ψ1(x), (9)

x∫

0

ν(t)√
t
dt = ψ2(x). (10)

Продифференцировав (9) и (10) один раз по x легко получаем, что

τ(x) =
1

2λ
ψ1(x), (11)

ν(x) =
√
xψ′

2(x). (12)

Подставив значения τ(x) и ν(x), найденных по формулам (11) и (12) в (7) и перейдя
к координатам x, y, получим формулу (8). Таким образом, теорема доказана.

В заключении отметим, что условие λ �= 0 теоремы является существенным. Это под-
тверждает известный пример Т. Ш. Кальменова [10]. Функция u(x, y) = τ

(
x− 1

2
y2
)
−τ(0)

представляет собой решение однородной задачи Гурса (3) для уравнения (1) при λ = 0.
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Аннотация. В данной работе проводится исследование нелокальной краевой задачи
с интегральным смещением для обыкновенного дифференциального уравнения дробно-
го порядка, содержащего оператор Джрбашяна–Нерсесяна. Уравнения содержащие такие
операторы являются более сложными и интересными для изучения, чем классические
дифференциальные уравнения, в силу некоторых особенностей оператора Джрбашяна–
Нерсесяна.
С помощью методов математического анализа и теории дробных уравнений было постро-
ено явное представление решения данной задачи. Полученное решение выражено через
функцию Миттаг-Леффлера, которая является обобщением экспоненциальной функции
на случай дробных степеней.
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1. Введение
В интервале 0 < x < 1 рассмотрим уравнение

D
{γ0,γ1,...,γn}
0x u(x)− λu(x) = f(x), (1)

где D{γ0,γ1,...,γn}
0x – оператор дробного дифференцирования Джрбашяна–Нерсесяна порядка

α =
n∑

k=0

γk − 1 > 0, 0 < γk ≤ 1, λ – const, f(x) – заданная действительная функция.

Оператор дробного дифференцирования Джрбашяна–Нерсесяна порядка α, ассоции-
рованный с последовательностью {γ0, γ1, ..., γn}, γk ∈]0, 1], k = 0, n, определяется соотно-
шением [1]

D{γ0,γ1,...,γn}
ax u(x) = Dγn−1

ax Dγn−1
ax ... Dγ1

axD
γ0
axu(x), (2)

где Dγn−1
0y и Dγk

0y – дробный интеграл и дробная производная Римана–Лиувилля [2], соот-
ветственно.

Оператор дробного дифференцирования (2) введен в 1968 году М. М. Джрбашяном
и А. Б. Нерсесяном в работе [1], где доказана теорема существования и единственности
задачи типа Коши для линейного дифференциального уравнения дробного порядка.

Исследование уравнений с операторами Джрбашяна–Нерсесяна в последнее время
приобретает всё большее распространение. Это связано с некоторыми его свойствами.
Так, например, как следует из очевидных соотношений,

D
{ξ−n+1,1,...,1}
0y = Dξ

0y и D
{1,...,1,ξ−n+1}
0y = ∂ξ

0y, n− 1 < ξ ≤ n,

операторы Римана–Лиувилля и Герасимова–Капуто относятся к частным случаям опера-
тора Джрбашяна–Нерсесяна. Поэтому полученные результаты остаются справедливыми
и для уравнений с этими операторами дробного дифференцирования и их комбинациями.

Кроме того, оператор Джрбашяна–Нерсесяна обладает рядом особенностей, которые
не присущи классическим дробным операторам. Например, как мы знаем, количество
начальных условий в начальных задачах для уравнений целого порядка определяется по-
рядком уравнения (порядком старшей производной в уравнении). Для уравнений дробно-
го порядка, содержащих только производные Римана–Лиувилля или Герасимова–Капуто,
это свойство, как правило, сохраняется – число начальных условий равно наименьшему
целому числу, не превосходящему порядок старшей производной. Для уравнений с опе-
раторами Джрбашяна–Нерсесяна это не имеет место. Число требуемых данных для на-
чальной задачи определяется последовательностью, задающей оператор, и не зависит от
его порядка.

Начальные, начально-краевые и обратные задачи для обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, уравнений в частных производных и систем линейных уравнений с про-
изводными Джрбашяна–Нерсесяна изучены в работах [3]–[10].

В данной работе для уравнения (1) рассматривается нелокальная задача с интеграль-
ным смещением для обыкновенного дифференциального уравнения дробного порядка,
содержащего оператор Джрбашяна–Нерсесяна.

2. Постановка задачи
Регулярным решением уравнения (1) назовем функцию u = u(x) из класса L(0, 1),

такую что
D

{γ0,γ1,...,γj}
0x u(x) ∈ AC[0, 1], 0 ≤ j ≤ n− 1,
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D
{γ0,γ1,...,γn}
0x u(x) ∈ C(0, 1),

удовлетворяющую уравнению (1) в интервале (0, 1).
Задача. Найти регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее следующим усло-

виям:
lim
x→0

D
{γ0,γ1,...,γj}
0x u(x) = uj, 0 ≤ j ≤ n− 1, j �= m, m = 0, n− 1, (3)

u(1) =

1∫

0

K(t)u(t)dt, (4)

где K(t) ∈ C[0, 1] – заданная функция, uj – заданные действительные числа.
Для удобства дальнейшего изложения введем следующие обозначения:

eα,µ(x;λ) = xµ−1Eα,µ(λx
α),

Gµ(x, t) = eα,µ(x− t;λ)H(x− t)− eα,µj
(x;λ)

Kµ(t)

Kµm(0)
, (5)

H(x) – функция Хевисайда,

Kµ(t) =

1∫

t

K(ξ)eα,µ(ξ − t;λ)dξ − eα,µ(1− t;λ), (6)

µj =
j∑

k=0

γk, j = 0, n.

3. Основной результат
Теорема. Пусть функция f(x) ∈ C (0, 1) и представима в виде f(x) = Dγn−1

0x g(x),
где g(x) ∈ L(0, 1); γ0 + γn > 1 и выполнено условие

Kµm(0) �= 0. (7)

Тогда существует единственное регулярное решение задачи (3), (4) для уравнения (1).
Решение определяется формулой

u(x) =

1∫

0

f(t)Gα(x, t)dt+
n−1∑
j=0
j �=m

Gµj
(x, 0)uj. (8)

Доказательство. Перепишем уравнение (1) в виде

Dγn−1
0x D

γn−1

0x ...Dγ0
0xu(x)− λu(x) = f(x)

и поочередно подействуем на него обратными операторами, каждый раз учитывая обоб-
щенную формулу Ньютона–Лейбница [11]

Dµ
0xD

ν
0xf(x) = Dµ+ν

0x f(x)−
n∑

k=1

x−µ−k

Γ(1− µ− k)
lim
x→0

Dν−k
0x f(x),

∀µ ∈ R, n− 1 < ν ≤ n, n ∈ N
(9)
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и формулу дробного интегрирования и дифференцирования степенных функций

Dµ
0x

xν−1

Γ(ν)
=

xν−µ−1

Γ(ν − µ)
. (10)

Тогда, с учетом того, что α =
n∑

k=0

γk − 1 получим следующее интегральное уравнение

u(x)− λD−α
0x u(x) = F (x),

где

F (x) = D−α
0x f(x) +

n−1∑
j=0

xµj−1

Γ(µj)
uj, (11)

решение которого будет иметь вид

u(x) = F (x) + λ

x∫

0

F (t)(x− t)α−1Eα,α(λ(x− t)α)dt. (12)

Подставив (11) в (12) и проведя элементарные вычисления получим, что решение задачи
Коши для уравнения (1) будет иметь вид

u(x) =

x∫

0

f(x)(x− t)α−1Eα,α(λ(x− t)α)+
n−1∑
j=0
j �=m

xµj−1Eα,µj
(λxα)uj+xµm−1Eα,µm(λx

α)um. (13)

По условию задачи мы предполагаем, что нам известны все uk, кроме um. Поэтому
найдем его. Для этого удовлетворим решение u(x) условию (4) и выделим неизвест-
ную um.

Eα,µm(λ)um −
1∫

0

K(t)tµm−1Eα,µm(λt
α)umdt =

1∫

0

K(t)

x∫

0

f(ξ)(t− ξ)α−1Eα,α(λ(t− ξ)α)dξdt+

+
n−1∑
j=0
j �=m

1∫

0

K(t)tµj−1Eα,µj
(λtα)ujdt−

1∫

0

f(t)(1− t)α−1Eα,α(λ(1− t)α)dt−
n−1∑
j=0
j �=m

Eα,µj
(λ)uj.

После несложных преобразований учитывая обозначение (6), получаем, что неизвестная
um имеет вид:

um = − 1

Kµm(0)




1∫

0

f(t)Kα(t)dt+
n−1∑
j=0
j �=m

ujKµj
(0)


 .
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Далее подставим полученное значение um в равенство (13). После элементарных пре-
образований получим

u(x) =

x∫

0

f(t)eα,α(x− t;λ)dt− eα,µm(x;λ)

Kµm(0)

1∫

0

f(t)Kα(t)dt−
eα,µm(x;λ)

Kµm(0)

n−1∑
j=0
j �=m

ujKµj
(0)+

+
n−1∑
j=0
j �=m

eα,µj
(x;λ)uj =

1∫

0

f(t)

[
eα,α(x− t;λ)H(x− t)− eα,µm(x;λ)

Kµm(0)
Kα(t)

]
dt+

+
n−1∑
j=0
j �=m

uj

[
eα,µj

(x;λ)− eα,µm(x;λ)

Kµm(0)
Kµj

(0)

]
.

Откуда, с учетом формулы (5), получаем представление (8).
Теперь докажем, что найденное представление действительно является регулярным

решением задачи (3), (4) для уравнения (1).
Удовлетворим функцию u(x), определяемую формулой (8), уравнению (1). С учетом

равенств
Dα

0xx
µ−1Eα,µ(λx

α) = xµ−α−1Eα,µ−α(λx
α), ∀µ > 0, α ∈ R, (14)

D
{γ0,γ1,...,γn}
0x (eα,α ∗ f)(x) = λ(eα,α ∗ f)(x) + f(x)

имеем

D
{γ0,γ1,...,γn}
0x u(x) = D

{γ0,γ1,...,γn}
0x




1∫

0

f(t)Gα(x, t)dt+
n−1∑
j=0
j �=m

Gµj
(x, 0)uj


 =

= D
{γ0,γ1,...,γn}
0x




x∫

0

f(t)eα,α(x− t;λ)dt− eα,µm(x;λ)

Kµm(0)

1∫

0

f(t)Kα(t)dt


+

+D
{γ0,γ1,...,γn}
0x

n−1∑
j=0
j �=m

uj

[
eα,µj

(x;λ)− eα,µm(x;λ)

Kµm(0)
Kµj

(0)

]
= λ

1∫

0

f(t) [eα,α(x− t;λ)H(x− t)−

−eα,µm(x;λ)

Kµm(0)
Kα(t)

]
dt+ f(x) + λ

n−1∑
j=0
j �=m

uj

[
eα,µj

(x;λ)− eα,µm(x;λ)

Kµm(0)
Kµj

(0)

]
=

= λ

1∫

0

f(t)Gα(x, t)dt+ λ
n−1∑
j=1
j �=m

Gµj
(x, 0)uj + f(x) = λu(x) + f(x).

Отсюда следует, что найденное решение удовлетворяет уравнению (1). Проверим теперь
выполнение краевых условий. Приведем вспомогательную лемму.

Лемма. Пусть µj =
∑j

i=0 γi, γi ∈ ]0, 1], j = 0, n− 1, тогда выполняются следующие
равенства:

D
{γ0,γ1,...,γk}
0x eα,µj

(x;λ) = eα,µj−µk+1(x;λ) при k ≤ j;
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D
{γ0,γ1,...,γk}
0x eα,µj

(x;λ) = λeα,µj+γk+1+...+γn(x;λ) при j < k < n;

D
{γ0,γ1,...,γn}
0x eα,µj

(x;λ) = λeα,µj
(x;λ) при j < n.

Справедливость леммы следует из формулы дробного интегрирования и дифферен-
цирования функции Миттаг-Леффлера (14) и формулы автотрансформации [11]

Eα,µ(z) =
1

Γ(µ)
+ zEα,µ+α(z).

Из леммы имеем соотношения

lim
x→0

D
{γ0,γ1,...,γk}
0x eα,µj

(x;λ) =

{
1, при k = j,
0, при k �= j.

Откуда следует справедливость равенства (3). Проверим далее, что u(x) удовлетворяет
условию (4), т.е., что справедливо выражение

1∫

0

Gα(1, t)f(t)dt+
n−1∑
j=0
j �=m

Gµj
(1, 0)uj−

1∫

0

f(t)

1∫

0

Gα(s, t)K(s)dsdt+
n−1∑
j=0
j �=m

1∫

0

K(s)Gµj
(s, 0)ujds = 0.

Заметим что, для справедливости этого соотношения должны выполняться следующие
два равенства

Gα(1, t)−
1∫

0

Gα(s, t)K(s)ds = 0, (15)

Gµj
(1, 0)−

1∫

0

Gµj
(s, 0)K(s)ds = 0. (16)

Проверим выполнение равенства (15)

Gα(1, t)−
1∫

0

Gα(s, t)K(s)ds = eα,α(1−t;λ)−eα,µm(1;λ)

Kµm(0)
Kα(t)−

1∫

0

eα,α(s−t;λ)H(s−t)K(s)ds+

+

1∫

0

eα,µm(s;λ)

Kµm(0)
Kα(t)K(s)ds =

Kα(t)

Kµm(0)




1∫

0

eα,µm(s;λ)K(s)ds− eα,µm(1;λ)


−

−




1∫

0

eα,α(s− t;λ)K(s)ds− eα,α(1− t;λ)


 =

Kα(t)

Kµm(0)
Kµm(0)−Kα(t) = 0.

Выполнение равенства (16) доказывается аналогично. Теорема доказана.
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Введение. В данной работе рассматривается уравнение диффузии

uy − uxx = 0 (1)

в области
Ω = {(x, y) : −∞ < x < ∞, 0 < y < T}. (2)

Хорошо известно, что существует множество процессов, связанных с распределением
тепла (температуры) или концентрации. Эти процессы относятся к классу диффузионных
процессов. Они широко применяются в основных отраслях промышленности: металлур-
гической, химической, машиностроительной (термообработка) – и в целом ряде других
отраслей промышленности и техники вообще. Математически, в линейном приближении
эти процессы описываются хорошо известными уравнениями параболического типа, ти-
пичным представителем которого является уравнение (1). Для диффузионных процессов
актуальной является проблема оптимальности, управляемости и наблюдаемости.

Для уравнения (1) различные задачи граничного и оптимального управления исследо-
вались в работах [1]–[3]. Задачи управления одномерным температурным рапсределением
для нагрева металла исследовались в работах [4]–[6]. Обширную библиографию по данной
тематике можно найти в работе [7].

Основная часть. Пусть
u(x, 0) = τ(x), x ∈ J, (3)

где J = (−∞,∞).
Определение. Регулярным решением уравнения (1) в области (2) назовем функцию,

непрерывную в Ω, имеющую непрерывную производную по y, непрерывные производные
до второго порядка по x и удовлетворяющие уравнению (1) в Ω.

Как известно, решение задачи Коши (1), (3) есть функция непрерывно-дифференци-
руемая сколь угодно раз по x и y вне зависимости от того, будет ли иметь производную
функция τ(x) или нет [8, с. 457].

Обозначим через W множество всех τ(x), при которых задача (1), (3) имеет единствен-
ное регулярное решение.

Задача 1. Для заданных множества V ⊂ W и функции h(y) ∈ C[0, T ], найти на-
чальное управление τ(x) ∈ V , при котором величина

T∫

0

[u(0, y)− h(y)]2dy (4)

принимает минимальное значение.
В данной работе мы решим задачу в случае, когда класс V совпадает с классом поли-

номов по четными степеням, т.е. когда V = Pn, где

Pn =

{
g(x) =

n∑
k=0

pkx
2k

}
. (5)

Решение уравнения (1), удовлетворяющее начальному условию (3) известно и оно име-
ет вид [9, с. 230]

u(x, y) =

∞∫

−∞

1

2
√
πy

e
− (x−ξ)2

4y τ(ξ)dξ. (6)
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Подставив в (6) значение x = 0, получим

u(0, y) =

∞∫

−∞

1

2
√
πy

e
− ξ2

4y τ(ξ)dξ. (7)

Если функция τ(ξ) является нечетной, то есть τ(−ξ) = −τ(ξ), то [9, с. 243]

u(0, y) = 0.

Учитывая последнее равенство, для четных τ(ξ), получим

u(0, y) =

∞∫

0

1
√
πy

e
− ξ2

4y τ(ξ)dξ. (8)

Производя замену в (8) по формулам: ξ2

4y = t, ξ = 2
√
yt, dξ =

√
ydt√
t
, получим

u(0, y) =

∞∫

0

1√
πt

e−tτ(2
√
yt)dt. (9)

Учитывая (5), имеем τ(2
√
yt) =

n∑
k=0

22kpky
ktk.

Подставляя полученное выражение для τ в (9), будем иметь

u(0, y) =

∞∫

0

n∑
k=0

22k√
π
pky

ke−ttk−
1
2dt. (10)

Преобразуем выражение (10). В результате получим:

u(0, y) =
n∑

k=0

22kpky
k

√
π

∞∫

0

e−ttk−
1
2dt =

n∑
k=0

22kpky
k

√
π

Γ

(
k +

1

2

)
(11)

или

u(0, y) =
n∑

k=0

aky
k, (12)

где

ak =
22kpkΓ

(
k + 1

2

)
√
π

. (13)

Подставляя (12) в (4), получим

F (a0, a1, ..., an) =

T∫

0

[
n∑

k=0

aky
k − h(y)

]2

dy → min. (14)

Чтобы найти минимум функции F можно применить метод наименьших квадратов.
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Приравнивая к нулю частные производные от функции F по ai,

∂F

∂ai
= 2

n∑
k=0

ak

T∫

0

yi+kdy − 2

T∫

0

h(y)yidy = 0, i = 0, 1, ..., n, (15)

и обозначая через

bi =

T∫

0

h(y)yidy, i = 0, 1, .., n,

из (15) получим следующую систему линейных алгебраических уравнений относительно ak:

n∑
k=0

ak
T i+k+1

i+ k + 1
= bi, i = 0, 1, ..., n. (16)

Легко заметить, что определитель системы (16)

|C| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

T T 2

2
. . . Tn+1

n+1
T 2

2
T 3

3
. . . Tn+2

n+2

. . . . . . . . . . . .
Tn+1

n+1
Tn+2

n+2
. . . T 2n+1

2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= T n2

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1
2

. . . 1
n+1

1
2

1
3

. . . 1
n+2

. . . . . . . . . . . .
1

n+1
1

n+2
. . . 1

2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Полученный определитель
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1
2

. . . 1
n+1

1
2

1
3

. . . 1
n+2

. . . . . . . . . . . .
1

n+1
1

n+2
. . . 1

2n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣

является определителем матрицы Гильберта и он отличен от нуля [10].
Значит коэффициенты ak из системы (16) можно найти единственным образом. При

этом коэффициенты pk находятся из формулы (13).
Таким образом, доказана следующая
Теорема. Пусть h(y) ∈ C[0, T ] и V = Pn. Тогда решение задачи 1 в классе V суще-

ствует и единственно.
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Аннотация. В прямоугольной области для неоднородного модельного уравнение сме-
шанного параболо-гиперболического типа исследуется задача Дезина с краевыми усло-
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Пусть Ω = {(x, y) : 0 < x < r, −α < y < β} – область евклидовой плоскости точек
(x, y); Ω− = Ω ∩ {(x, y) : y < 0}; r, α, β – вещественные положительные числа.

В области Ω для уравнения
{
uxx(x, y)− uy(x, y) = f+(x, y), y > 0,

uxx(x, y)− uyy(x, y) = f−(x, y), y < 0,
(1)

где u(x, y) – неизвестная функция, f+(x, y), f−(x, y) – заданные функции, исследуется
Задача 1. Найти решение u(x, y) уравнения (1) из класса C1

(
Ω
)
∩ C2

x(Ω) ∩ C2
y (Ω

−),
удовлетворяющее условиям

uy(x, −α) = λu(x, 0), 0 � x � r, (2)

u(0, y) = u(r, y) = 0, −α � y � β, (3)

где λ – заданное вещественное число.
Условие (2) есть условие А. А. Дезина [1, п. 1.6]. Задача 1 была исследована в [2, гл. 4,

п. 4.6], [3] с нелокальными условиями периодичности u(0, y) = u(r, y), ux(0, y) = ux(r, y)
вместо условия (3). Отметим также работы [4]–[6], посвящённые исследованию задачи
А. А. Дезина для различных уравнений эллиптико-гиперболического типа.

Пусть существует решение u(x, y) задачи 1. По аналогии с работой [7], рассмотрим
функции

uk(y) =

√
2

r

r∫

0

u(x, y) sinµk x dx, (4)

где µk = πk/r, k ∈ N.
С учётом класса, в котором ищется решение u(x, y), уравнения (1), условия (3) и полноты

в пространствеL2 [0, r] ортонормированной системыфункций (см., напр., [8, гл. 11, § 3, п. 1])
{√

2

r
sin

πk

r
x

}
, k ∈ N, (5)

из (4) находим (см. [3])

uk(y) =




ak e
−µ2

ky −
y∫

0

f+
k (η) e−µ2

k(y−η) dη, y > 0,

ak (cosµky − µk sinµky)−

− f+
k (0)

sinµky

µk
−

0∫

y

f−
k (η)

sinµk (η − y)

µk
dη, y < 0,

(6)

где ak – произвольные постоянные, f+
k (y) =

√
2
r

r∫
0

f+(x, y) sinµk x dx, f
−
k (y) =

√
2
r

r∫
0

f−(x, y)×

× sinµk x dx.
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Из (4) и (6), пользуясь условием (2), получаем:

(
µ2
k cosµkα− µk sinµkα+ λ

)
ak = −f+

k (0) cosµkα+

0∫

−α

f−
k (η)cosµk (η + α) dη. (7)

Пусть
δk = µ2

k cosµkα− µk sinµkα+ λ �= 0 ∀k ∈ N, (8)

тогда из (7) находим

ak = −f+
k (0)

cosµkα

δk
+

0∫

−α

f−
k (η)

cosµk (η + α)

δk
dη. (9)

Выясним, при каких α, λ, r и k выражение δk = 0. Представим δk в следующем виде:

δk =
√
µ4
k + µ2

k sin (arctgµk − µkα) + λ. (10)

Из представления (10) видно, что δk = 0 только в том случае, когда |λ|√
µ4
k+µ2

k

� 1, k ∈ N

и α = 1
µk

[
arctg µk + (−1)n arcsin λ√

µ4
k+µ2

k

+ πn

]
, n ∈ Z.

Пусть при некоторых значениях α, λ и k = p ∈ N нарушено условие (8), тогда ap
может принимать любое значение и однородная задача, соответствующая задаче 1 при
f+(x, y) ≡ f−(x, y) ≡ 0, имеет нетривиальное решение вида

up(x, y) =

{
ap sinµp x e

−µ2
py, 0 � y � β,

ap sinµp x (cosµpy − µp sinµpy) , −α � y � 0,

причём, неоднородная задача 1 будет иметь решение только в том случае, когда для
f+(x, y), f−(x, y) выполнено условие

f+
p (0) cosµpα =

0∫

−α

f−
p (η) cosµp (η + α) dη.

Из (6) и (9) видно, что если f+(x, y) ≡ 0, f−(x, y) ≡ 0 и δk �= 0, то из (4) имеем

uk(y) =

√
2

r

r∫

0

u(x, y) sinµk x dx = 0 ∀k ∈ N.

Отсюда, в силу полноты системы функций (5) в пространстве L2[0, r] и непрерывности
u(x, y) в Ω, следует, что u(x, y) ≡ 0 в Ω.

Таким образом, справедлива следующая
Теорема 1. Если существует решение u(x, y) задачи 1, то оно однозначно опреде-

ляется только тогда, когда выполнено условие (8).
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Аннотация. В работе исследована первая краевая задача в прямоугольной области для
нагруженного дробного телеграфного уравнения с производными Герасимова–Капуто. Ме-
тодом сведения в интегральному уравнению Вольтерра 2-го рода найдено решение иссле-
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Введение.
Рассмотрим уравнение

∂α
0tu(x, t) + µ∂β

0tu(x, t)− uxx(x, t) + λu(x, t)− λ1u(x1, t) = f(x, t), (1)

где µ, λ и λ1 – заданные вещественные числа, f(x, t) – заданная вещественная функ-
ция, ∂α

0t, ∂
β
0t – дробные производные Герасимова–Капуто порядка α и β соответственно,

0 < α < 1 и α = 2β.
Дробная производная Герасмова–Капуто определяется соотношением [1, c. 11]

∂ν
atg(t) = signn(t− a)Dν−n

at g(n)(t), n− 1 < ν ≤ n, n ∈ N,

где Dν
at – оператор дробного интегро-дифференцирования Римана–Лиувилля [1, с. 9], ко-

торый определяется соотношением

Dν
atg(t) =





sign(t−a)
Γ(−ν)

t∫
a

ϕ(t)dt
|t−η|ν+1 , ν < 0,

ϕ(x), ν = 0,
signn(t− a) ∂n

dtn
Dν−n

at g(t), n− 1 < ν ≤ n, n ∈ N,

Γ(z) – гамма-функция Эйлера.
Дифференциальные уравнения с дробными производными находят свое применение

в различных областях науки, таких как биология, социология, экономика, физика, химия
и т.д. (см. монографии [1]–[3] и библиографический список там).

Уравнение вида (1) были рассмотрены многими авторами. В работе [4] была исследо-
вана задача Коши с регуляризованной дробной производной и эллиптическим оператором
с коэффициентами, зависящими от пространственных переменных. В работе [5] были по-
строены фундаментальные решения диффузионных и диффузионно-волновых уравнений
с производными Герасимова–Капуто с помощью преобразования Лапласа и преобразова-
ния Фурье.

В работах [6] и [7] разработан метод функции Грина решения краевых задач для дроб-
ного диффузионного уравнения с производной Римана-Лиувилля вида

uxx(x, y)−Dα
0yu(x, y) = f(x, y).

Исследована задача Коши и основные смешанные краевые задачи для данного уравнения
в прямоугольных областях и построены их функции Грина.

Для дробного телеграфного уравнения с производными Римана–Лиувилля в работах
[8], [9] был установлен эффект влияния младшего члена с дробной производной на кор-
ректность задания начальных условий, доказаны теоремы существования и единствен-
ности решения видоизмененной задачи Коши. В работе [10] построены функции Грина
и представления решений основных смешанных краевых задач для дробного телеграф-
ного уравнения (1) при λ1 = 0.

В работе [11] на основе доказанной формулы Грина для оператора Герасимова–Капуто,
для дробного телеграфного уравнения получено общее представление регулярных в пря-
моугольной области решений и построена функция Грина первой краевой задачи.

При λ = 0, λ1 = 0 исследованы задача с интегральным условием Самарского [8] и нело-
кальная задача с локальным смещением [9]. Доказана их однозначная разрешимость.
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Постановка задачи.
Регулярным решением уравнения (1) в области Ω = {(x, t) : 0 < x < 1; 0 < t < T}

назовем функцию u = u(x, t) такую, что u ∈ C(Ω), u(x, t), как функция переменной
t является абсолютно непрерывной на отрезке [0, T ] при каждом фиксированном x ∈ (0, 1),
∂2

∂x2u ∈ C(Ω), а также удовлетворяет уравнению (1) в области Ω.
В настоящей работе для уравнения (1) исследуется следующая задача:
Задача. В области Ω найти регулярное решение u(x, t) уравнения (1), удовлетворя-

ющее условиям
u(x, 0) = τ(x), 0 < x < 1, (2)

u(0, t) = ϕ1(t), u(1, t) = ϕ2(t), 0 < t < T, (3)

где τ(x), ϕ1(t), ϕ2(t) – заданные функции.
Основной результат.
Известно [11], что решение первой краевой задачи для уравнения

∂α
0tu(x, t) + b∂β

0tu(x, t)− uxx(x, t) + λu(x, t) = g(x, t),

имеет вид

u(x, t) =

1∫

0

τ(ξ)[Dα−1
0t + µDβ−1

0t ]G(x, t; ξ, 0)dξ −
t∫

0

[Gξ(x, t; 0, η)ϕ1(η)+

+Gξ(x, t; 1, η)ϕ2(η)] dη +

1∫

0

t∫

0

G(x, t; ξ, η)g(ξ, η)dηdξ, (4)

где G(x, t; ξ, η) – функция Грина первой краевой задачи, которая имеет вид

G(x, t; ξ, η) =
+∞∑

m=−∞

[Γ(Xm
1 , t− η)− Γ(Xm

2 , t− η)] , (5)

Γ(x, t) =
1

2

∞∫

|x|

g(t, τ)h0(x, τ)dτ, (6)

g(y, τ) =
eb1τ

y
φ
(
−β, 0;−τy−β

)
, h0(x, τ) =0 F1[1; a(τ

2 − x2)],

φ (µ, ν; z) =
∞∑
k=0

zk

k!Γ(µk + ν)
, 0F1(ν; z) =

∞∑
k=0

Γ(ν)

Γ(k + ν)

zk

k!

– функция Райта [14], [15] и вырожденная гипергеометрическая функция, соответственно,
2µ1 = −µ, 4a = µ2 − 4λ,

Xm
1 (x, ξ) = 2m+ x− ξ; Xm

2 (x, ξ) = 2m+ x+ ξ, Xm
i ≡ Xm

i (x, ξ), i = 1, 2.
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Решение задачи (1)–(3) является решением интегрального уравнения

u(x, t)−
1∫

0

t∫

0

λ1u(x1, η)G(x, t; ξ, η)dηdξ = F (x, t), (7)

где

F (x, t) =

1∫

0

τ(ξ)[Dα−1
0t + µDβ−1

0t ]G(x, t; ξ, 0)dξ −
t∫

0

[Gξ(x, t; 0, η)ϕ1(η)+

+Gξ(x, t; 1, η)ϕ2(η)] dη +

1∫

0

t∫

0

G(x, t; ξ, η)f(ξ, η)dηdξ.

Далее положим в равенстве (7) x = x1, тогда

u(x1, t)− λ1

t∫

0

u(x1, η)K(t)dη = F (x1, t), (8)

где K(t) =
1∫
0

G(x1, t; ξ, η)dξ.

Т.к. Xm
1 = 0 и Xm

2 = 0 при m = 0 и m = −1 соответственно, то имеет место оценка
для функции Грина [10]

|G(x1, t; ξ, η)| ≤ |Γ(X1
1 , t− η)− Γ(X−1

2 , t− η)| ≤ C|x1 − ξ|−θ(t− η)β+βθ−1, θ ≥ 0,

следовательно |K(t)| ≤ Ctβ+βθ−1, 0 ≤ θ < 1.
Уравнение (8) является интегральным уравнением Вольтерра 2-го рода со слабой осо-

бенностью в ядре K(t) при t → 0.
Итерированные ядра имеют вид

K1(t) = K(t);

K2(t) =

t∫

0

K1(t− ξ)K1(ξ)dξ;

K3(t) =

t∫

0

K2(t− ξ)K1(ξ)dξ.

· · ·

Выпишем оценки для них
|K1(t)| < Ctγ−1;

|K2(t)| ≤
t∫

0

|K1(ξ)||K1(t− ξ)|dξ ≤ C
Γ2(γ)

Γ(2γ)
t2γ−1;
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|K3(t)| ≤ C
Γ3(γ)

Γ(3γ)
t3γ−1;

· · ·

|Kn(t)| ≤ C
Γn(γ)

Γ(nγ)
tnγ−1.

Выпишем оценку для резольвенты R(x1, t) ядра K(t)

|R(x1, t)| ≤ C

∞∑
n=1

Γn(γ)tnγ−1

Γ(γn)
= Γ(γ)Ctγ−1

∞∑
n=0

(Γ(γ)tγ)n

Γ(γn+ γ)
= CΓ(γ)tγ−1Eγ,γ(Γ(γ), t

γ),

т.е.
|R(x1, t)| ≤ Ctγ−1. (9)

Из оценки R(x1, t) следует сходимость ряда и непрерывность функций t1−γR(x1, t)
и F (x1, η). Решение интегрального уравнения (8) имеет вид

u(x1, t) = F (x1, t) + λ1

t∫

0

R(x1, η)F (x1, η)dη. (10)

Непрерывность функции u(x1, t) следует из представления (10), оценки (9) и непре-
рывности функции F (x1, η).

Подставив (10) в (4), получим решение задачи (1)–(3) вида

u(x, t) =

1∫

0

τ(ξ)[Dα−1
0t + µDβ−1

0t ]G(x, t; ξ, 0)dξ −
t∫

0

[Gξ(x, t; 0, η)ϕ1(η) +Gξ(x, t; 1, η)ϕ2(η)]dη+

+

1∫

0

t∫

0

G(x, t; ξ, η)


F (x1, η) + λ

η∫

0

R(x1, ζ)F (x1, ζ)dζ + f(ξ, η)


 dηdξ. (11)

Доказана следующая
Теорема. Пусть τ(x) ∈ C(Ω), f(x, t) ∈ C(Ω), ft(x, t) ∈ C(Ω) ∩ L(Ω) и выполняются

условия согласования
ϕ1(0) = τ(0), ϕ2(0) = τ(1).

Тогда существует единственное регулярное решение (11) задачи (2), (3) для уравне-
ния (1).
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Аннотация. В настоящей работе для линейного обыкновенного дифференциального
уравнения с постоянными коэффициентами и с запаздывающим аргументом с про-
изводной Герасимова–Капуто строится решение нелокальной краевой задачи с усло-
виями, связывающими значение искомой функции на конце интервала со значения-
ми во внутренних точках. Решение рассматриваемой задачи получено в явном виде.
Выписано условие однозначной разрешимости задачи. Получено представление функ-
ции Грина, которая определяется в терминах специальной функции Wν(t), которая,
в свою очередь, определяется с помощью обобщенных функций Миттаг-Леффлера. До-
казана лемма о свойствах функции Грина. Решение задачи сформулировано в терминах
функции Грина. Сформулирована и доказана теорема существования и единственности
решения исследуемой задачи. Доказательства леммы и теоремы приводятся с использова-
нием методов теории дробного исчисления, теории специальных функций, метода функции
Грина, теории интегральных уравнений.
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Abstract. In this paper, for a linear ordinary delay differential equation with constant
coefficients and with the Gerasimov–Caputo derivative, a solution to the nonlocal boundary
value problem with conditions, connecting the value of the unknown function at the end of
the interval with the values at interior points, is constructed. The solution to the problem is
obtained in explicit form. The condition for the unique solvability of the problem is written out.
A representation of Green’s function is obtained. Green’s function is defined in terms of the
special function Wν(t), which, in turn, is defined using the generalized Mittag-Leffler functions.
The properties of the Green’s function are proven. The solution to the problem is formulated in
terms of Green’s function. The existence and uniqueness theorem to the problem under study
is formulated and proved. The proofs of the lemma and theorem are given using methods of the
theory of fractional calculus, the theory of special functions, Green’s function method, and the
theory of integral equations.

Keywords: fractional differential equation, Gerasimov–Caputo derivative, delay differential
equation, nonlocal boundary value problem, nonlocal conditions, generalized Mittag-Leffler
function.

Funding. The work was carried out within the framework of the state assignments of
the Ministry of Education and Science of the Russian Federation under the projects:
Nonlinear singular integro-differential equations and boundary value problems (FEGS-2020-
0001); Investigation of boundary value problems for equations with generalised fractional
differentiation operators, their application to mathematical modelling of physical and socio-
economic processes. (1021032424223-6).

Competing interests. There are no conflicts of interest regarding authorship and publication.

Contribution and Responsibility. The author participated in the writing of the article and
is fully responsible for submitting the final version of the article to the press.

For citation. Mazhgikhova M. G. Nonlocal boundary value problem for a linear ordinary delay
differential equation with Gerasimov–Caputo derivative. Adyghe Int. Sci. J. 2024. Vol. 24, No. 4.
Pp. 47–54. DOI: https://doi.org/10.47928/1726-9946-2024-24-4-47-54; EDN: BQQHJC

© Mazhgikhova M. G., 2024



Adyghe Int. Sci. J. 2024. Vol. 24, No. 4 49

Введение. Рассмотрим уравнение

∂α
0tu(t)− λu(t)− µH(t− τ)u(t− τ) = f(t), 0 < t < 1 (1)

с дробной производной Герасимова–Капуто ∂α
0t, 1 < α ≤ 2, λ, µ – произвольные постоян-

ные, τ – фиксированное положительное число, H(t) – функция Хевисайда.
Дробная производная Герасимова–Капуто с началом в точке a определяется соотно-

шением [1, c. 11]

∂β
atg(t) = signn(t− a)

dn

dtn
Dβ−n

at g(n)(t), n− 1 < β ≤ n, n ∈ N,

где Dν
at – оператор дробного инегро-дифференцирования Римана–Лиувилля.

Исследованию нелокальных краевых задач посвящено множество работ. Например,
в работе [2] для уравнения, содержащего композицию операторов дифференцирования
дробного порядка с различными началами исследуется задача с интегральным условием.
В работе [3] для уравнения с производной Джрбашяна–Нерсесяна строится решение нело-
кальной задачи со смещением во внутренних точках. В работах [4] и [5] строятся явное
решение и функция Грина нелокальной задачи для уравнения с производной Герасимова–
Капуто. Отметим также работу [6], в которой исследуется нелокальная задача для уравне-
ния в частных производной смешанного типа, содержащего оператор дифференцирования
Римана–Лиувилля.

Ранее для уравнения (1) в работах [7], [8], [9] были получены решения начальной зада-
чи, задачи с условиями типа Штурма–Лиувилля, задачи Дирихле и нелокальной краевой
задачи типа Стеклова. В данной работе строится решение нелокальной краевой задачи
с условием, связывающим значение искомой функции на граничной точке со значениями
во внутренних точках, и доказывается теорема существования и единственности решения
задачи.

Постановка задачи. Регулярным решением уравнения (1) назовем функцию u = u(t),
имеющую абсолютно непрерывную производную первого порядка на отрезке [0, 1] и удо-
влетворяющую уравнению (1) для всех 0 < t < 1.

В настоящей работе для уравнения (1) исследуется следующая задача:
Задача. Найти регулярное решение уравнения (1), удовлетворяющее краевым усло-

виям 

u(0) = a,

u(1)−
n∑

k=1

cku(tk) = b,
(2)

где a, b, ck – заданные постоянные.
Определение 1. Функцией Грина задачи (1), (2) назовем функцию G(t, ξ), удовле-

творяющую свойствам:
1. Функция G(t, ξ) непрерывна для всех значений t и ξ из отрезка [0, 1].
2. G(t, ξ) удовлетворяет соотношению

lim
ε→0

[
Dα−1

1ξ G(t, ξ)|ξ=t−ε−Dα−1
1ξ G(t, ξ)|ξ=t+ε

]
= 1, (3)

lim
ε→0

[
Dα−1

1ξ G(t, ξ)
∣∣
ξ=tk−ε

−Dα−1
1ξ G(t, ξ)

∣∣
ξ=tk+ε

]
= Dα−1

1ξ G(t, ξ)
∣∣∣
ξ=1

n∑
k=1

ck. (4)
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3. Функция G(t, ξ) в интервалах (0, t) и (t, 1) удовлетворяет уравнению

Dα
1ξG(t, ξ)− λG(t, ξ)− µH(1− τ − ξ)G(t, ξ + τ) = 0. (5)

4. Функция G(t, ξ) удовлетворяет краевым условиям:

Dα−2
1ξ G(t, ξ)|ξ=0= 0, Dα−2

1ξ G(t, ξ)|ξ=1= 0. (6)

Рассмотрим функцию

G(t, ξ) = H(t− ξ)Wα(t− ξ)− W2(t)

�

(
Wα(1− ξ)−

n∑
k=1

ckH(tk − ξ)Wα(tk − ξ)

)
, (7)

определенную для тех значений λ и µ, для которых

� = W2(1)−
n∑

k=1

ckW2(tk) �= 0, (8)

Wν(t) = Wα
ν (t; τ, λ, µ) ≡

N(t)∑
s=0

µs(t−sτ)αs+ν−1
+ Es+1

α,αs+ν(λ(t− sτ)α+), t > 0,

α > 0, ν ∈ R, τ ≥ 0, λ, µ ∈ R,

Eρ
α,β(z) =

∞∑
k=0

(ρ)kz
k

Γ(αk + β)k!
, z, α, β, ρ ∈ C, Re(α) > 0

– обобщенная функция Миттаг-Леффлера [10], (ρ)k = Γ(ρ+k)
Γ(ρ)

– символ Похгаммера,

(z)ρ+ =

{
zρ, z > 0,
0, z ≤ 0,

N(t) =

⌈
t

τ

⌉
,

где �x
 = min{n ∈ Z|n ≥ x} – потолок x. Приведем некоторые свойства функции Wν(t),
доказанные в работе [8]:

1. Для функции Wk(t) справедливо соотношение

W
(i)
k (0) =

{
0, k �= i+ 1,
1, k = i+ 1.

(9)

2. Для функции Wν(t) справедлива формула дифференцирования дробного порядка
β > 0 при ν > 0:

Dβ
0tWν(t) = Wν−β(t).

3. Функция Wν(t) удовлетворяет уравнению:

Wν(t) = λWν+α(t) + µWν+α(t− τ) +
tν−1

Γ(ν)
, ν ∈ R. (10)

Лемма 1. Функция G(t, ξ) (7) является функцией Грина задачи (1), (2).
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Доказательство. Для доказательства леммы 1 покажем, что функция G(t, ξ) удо-
влетворяет свойствам 1-4 из определения 1.

Справедливость первого свойства следует из формулы (7), а также из условия (8).
Для доказательства второго свойства сначала найдем производную Dα−1

0t u(t) :

Dα−1
1ξ G(t, ξ) = H(t− ξ)W1(t− ξ)− W2(t)

�

(
W1(1− ξ)−

n∑
k=1

ckH(tk − ξ)W1(tk − ξ)

)
. (11)

Подставляя выражение (11) в соотношение (3) при ξ → t− ε и ξ → t+ ε (ε → 0) получим:

lim
ε→0

[
H(ε)W1(ε)−

W2(t)

�

(
W1(1− t+ ε)−

n∑
k=1

ckH(tk − t+ ε)W1(tk − t+ ε)

)
+

+
W2(t)

�

(
W1(1− t− ε)−

n∑
k=1

ckH(tk − t− ε)W1(tk − t− ε)

)]
=

lim
ε→0

H(ε)W1(ε) = 1.

Свойство (4) доказывается аналогично подставляя значения Dα−1
1ξ G(t, ξ) при ξ → tk − ε

и ξ → tk + ε (ε → 0).
Покажем справедливость свойства (5). Используя формулу автотрансформации (10)

функции Wν(t) получим:

Dα
1ξG(t, ξ) = H(t− ξ)

(
λWα(t− ξ) + µWα(t− ξ − τ) + 1

)
−

− W2(t)

�

[(
λWα(1− ξ) + µWα(1− ξ − τ) + 1

)
−

−
n∑

k=1

ckH(tk − ξ)
(
λWα(tk − ξ) + µWα(tk − ξ − τ) + 1

)]
,

откуда, группируя слагаемые с λ и µ, приходим к свойству (5).
Покажем далее справедливость (6). Для этого сначала сначала находим

Dα−2
1ξ G(t, ξ) = H(t− ξ)W2(t− ξ)− W2(t)

�

(
W2(1− ξ)−

n∑
k=1

ckH(tk − ξ)W2(tk − ξ)

)
,

откуда

Dα−2
1ξ G(t, ξ)

∣∣∣
ξ=0

= W2(t)−
W2(t)

�

(
W2(1)−

n∑
k=1

ckW2(tk)

)
= W2(t)−

W2(t)

�
� = 0,

и, ввиду свойства (9) функции Wν(t),

Dα−2
1ξ G(t, ξ)

∣∣∣
ξ=1

= −W2(t)

�
W2(0) = 0.
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Теорема 1. Пусть функция f(t) ∈ C(0, 1) представима в виде

f(t) = Dα−2
0t g(t), g(t) ∈ L(0, 1), (12)

и выполнено условие (8). Тогда существует регулярное решение задачи (1), (2), оно един-
ственно и имеет вид

u(t) = aDα−1
1ξ G(t, ξ)|ξ=0−bDα−1

1ξ G(t, ξ)|ξ=1+

1∫

0

f(ξ)G(t, ξ)dξ. (13)

Доказательство. Покажем, что решение задачи (1), (2) имеет вид (13). Домножим
уравнение (1) на функцию G(t, ξ) и проинтегрируем от 0 до 1:

1∫

0

G(t, ξ)∂α
0ξu(ξ)dξ − λ

1∫

0

G(t, ξ)u(ξ)dξ − µ

1∫

0

H(ξ − τ)G(t, ξ)u(ξ − τ)dξ =

1∫

0

G(t, ξ)f(ξ)dξ. (14)

Учитывая определение оператора Герасимова–Капуто и формулу дробного интегрирова-
ния по частям, первый интеграл в левой части (14) перепишем в виде:

1∫

0

G(t, ξ)∂α
0ξu(ξ)dξ =

1∫

0

G(t, ξ)Dα−2
0ξ u′′(ξ)dξ =

1∫

0

u′′(ξ)Dα−2
1ξ G(t, ξ)dξ =

= u′(ξ)Dα−2
1ξ G(t, ξ)|10+

1∫

0

u′(ξ)Dα−1
1ξ G(t, ξ)dξ = u′(ξ)Dα−2

1ξ G(t, ξ)|10+

+




t1−ε∫

0

+

t2−ε∫

t1+ε

+ · · ·+
t−ε∫

tn+ε

+

1∫

t+ε


u′(ξ)Dα−1

1ξ G(t, ξ)dξ = u′(ξ)Dα−2
1ξ G(t, ξ)|10+

+
n∑

k=1

u(tk)
[
Dα−1

1ξ G(t, ξ)
∣∣
ξ=tk−ε

−Dα−1
1ξ G(t, ξ)

∣∣
ξ=tk+ε

]
+

+u(ξ)Dα−1
1ξ G(t, ξ)|t−0

0 +u(ξ)Dα−1
1ξ G(t, ξ)|1t+0+

1∫

0

u(ξ)Dα
1ξG(t, ξ)dξ.

Используя свойство (3) функции Грина из последнего выражения получаем:

n∑
k=1

u(tk)
[
Dα−1

1ξ G(t, ξ)
∣∣
ξ=tk−ε

−Dα−1
1ξ G(t, ξ)

∣∣
ξ=tk+ε

]
− aDα−1

1ξ G(t, ξ)|ξ=0+

+u(1)Dα−1
1ξ G(t, ξ)|ξ=1+u(t) +

1∫

0

u(ξ)Dα
1ξG(t, ξ)dξ.
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Подставим далее вместо u(1) его значение из условия (2). Получим:

n∑
k=1

u(tk)
[
Dα−1

1ξ G(t, ξ)
∣∣
ξ=tk−ε

−Dα−1
1ξ G(t, ξ)

∣∣
ξ=tk+ε

]
− aDα−1

1ξ G(t, ξ)|ξ=0+

+

[
b+

n∑
k=1

cku(tk)

]
Dα−1

1ξ G(t, ξ)|ξ=1+u(t) +

1∫

0

u(ξ)Dα
1ξG(t, ξ)dξ,

откуда, подставляя последнее выражение в формулу (14), учитывая свойства (5), (4)
получаем, что решение задачи имеет вид (13).

Покажем теперь, что функция (13) является решением задачи (1), (2). Для этого за-
пишем функцию u(t) в терминах функции Wν(t):

u(t) = a

[
W1(t)−

W2(t)

�

(
W1(1)−

n∑
k=1

ckW1(tk)

)]
+ b

W2(t)

�
+

+

1∫

0

f(ξ)

[
H(t− ξ)Wα(t− ξ)− W2(t)

�

(
Wα(1− ξ)−

n∑
k=1

ckH(tk − ξ)Wα(tk − ξ)

)]
dξ. (15)

Применяя формулу (10) и действуя оператором Герасимова–Капуто на функцию (15),
учитывая представление функции f(t) в виде дробного интеграла (12) получаем, что

∂α
0tu(t) = f(t) + λu(t) + µu(t− τ).

Из свойств функции Wν(t) также следует, что функция (13) удовлетворяет условиям (2).

Список использованных источников
1. Нахушев А. М. Дробное исчисление и его применение. М.: Физматлит, 2003. 272 с.
2. Энеева Л. М. Нелокальная краевая задача для уравнения с производными дробного порядка

с различными началами // Вестник КРАУНЦ. Физ.-мат. науки. 2023. Т. 44, No 3. C. 58–66.
3. Богатырева Ф. Т. Краевая задача со смещением для обыкновенного дифференциального

уравнения с оператором дробного дифференцирования Джрбашяна–Нерсесяна // Диффе-
ренциальные уравнения. 2014. Т. 50, No 2. С. 160.

4. Гадзова Л. Х. Функция Грина внутренней краевой задачи для обыкновенного дифференци-
ального уравнения дробного порядка с постоянными коэффициентами // Итоги науки и техн.
Соврем. мат. и ее прил. Темат. обз., 195. ВИНИТИ РАН. М. 2021. C. 25–34.

5. Гадзова Л. Х. Краевая задача со смещением для линейного обыкновенного дифференци-
ального уравнения с оператором дискретно распределенного дифференцирования // Итоги
науки и техн. Соврем. мат. и ее прил. Темат. обз., 149. ВИНИТИ РАН. М. 2018. C. 25–30.

6. Кадиркулов Б. Ж., Каюмова Г. А. Нелокальная задача для уравнения смешанного типа
дробного порядка с инволюцией // Геометрия, механика и дифференциальные уравнения.
Итоги науки и техн. Соврем. мат. и ее прил. Темат. обз., 210. ВИНИТИ РАН. 2022. C. 55–65.

7. Мажгихова М. Г. Начальная и краевая задачи для обыкновенного дифференциального урав-
нения дробного порядка с запаздывающим аргументом // Челябинский физ.-матем. журн.
2018. Т. 3, No 1. С. 27–37.

8. Мажгихова М. Г. Задача Дирихле для обыкновенного дифференциального уравнения дроб-
ного порядка с запаздывающим аргументом // Дифференц. уравн. 2018. Т. 54, No 2.
С. 187–194.

MATHEMATICS



54 Доклады АМАН. 2024. T. 24, No 4

9. Мажгихова М. Г. Задача Стеклова первого класса для дифференциального уравнения дроб-
ного порядка с запаздывающим аргументом // Вестник КРАУНЦ. Физико-математические
науки. 2021. Т. 37, No 4. С. 30–37.

10. Prabhakar T. R. A singular integral equation with a generalized Mittag-Leffler function in the
kernel // Yokohama Math. J. 1971. Vol. 19. Pp. 7–15.

Поступила 29.11.2024; одобрена после рецензирования 06.12.2024; принята к публи-
кации 13.12.2024.

Об авторе:
Мажгихова Мадина Гумаровна, кандидат физико-математических наук, младший науч-

ный сотрудник Отдела дробного исчисления Института прикладной математики и автоматиза-
ции КБНЦ РАН (360000, Кабардино-Балкарская Республика, г. Нальчик, ул. Шортанова 89А),
ORCID: https://orcid.org/0000-0001-7612-8850, madina.mazhgihova@yandex.ru

References

1. Nakhushev A. M. Drobnoe ischislenie i ego primenenie [Fractional calculus and its application].
M.: Fizmatlit, 2003. 272 p.

2. Eneeva L. M. Nonlocal Boundary Value Problem for an Equation with Fractional Derivatives with
Different Origins. Vestnik КRAUNC. Fiz.-Mat. nauki. 2023. Vol. 44, No 3. Pp. 58–66.

3. Bogatyreva F. T. Boundary value problem with shift for an ordinary differential equation with the
Dzhrbashyan–Nersesyan fractional differentiation operator. Differential Equations. 2014. Vol. 50,
No 2. Pp. 162–168.

4. Gadzova L. Kh. Boundary-value problem with shift for a linear ordinary differential equation
with the operator of discretely distributed differentiation. Journal of Mathematical Sciences (New
York). 2020. Vol. 250, No. 5. Pp. 740–745.

5. Gadzova L. Kh. Green’s function of the interior boundary value problem for an ordinary differential
equation of fractional order with constant coefficients. Itogi nauki i tekhn. Sovrem. mat. i ee pril.
Temat. obz., 195. VINITI RAN. 2021. Pp. 25–34.

6. Kadirkulov B. Zh., Kayumova G. A. Nonlocal problem for a mixed type fractional order equation
with involution. Geometriya, mekhanika i differentsial’nye uravneniya, Itogi nauki i tekhn. Sovrem.
mat. i ee pril. Temat. obz., 210. VINITI RAN. 2022. Pp. 55–65.

7. Mazhgikhova M. G. Nachal’naya i kraevaya zadachi dlya obyknovennogo differentsial’nogo
uravneniya drobnogo poryadka s zapazdyvayushchim argumentom [Initial and boundary value
problems for an ordinary differential equation of fractional order with delay] // Chelyabinsk Phys.-
Math. Journal. 2018. Vol. 3, No. 1. Pp. 27–37.

8. Mazhgikhova M. G. Dirichlet problem for a fractional-order ordinary differential equation with
retarded argument. Differential Equations. 2018. Vol. 54, No. 2. Pp. 185–192.

9. Mazhgikhova M. G. Steklov problem of the first class for a fractional order delay differential
equation. Vestnik KRAUNC. Fiz.-Mat. Nauki. 2021. Vol. 37, No. 4. Pp. 30–37.

10. Prabhakar T. R. A singular integral equation with a generalized Mittag-Leffler function in the
kernel. Yokohama Math. J. 1971. Vol. 19. Pp. 7–15.

Submitted 29.11.2024; approved after reviewing 06.12.2024; accepted for publication 13.12.2024.

About the author:
Mazhgikhova Madina Gumarovna, Candidate of Physical and Mathematical Sciences,

Junior Researcher Department of Fractional Calculus Institute of Applied Mathematics and
Automation KBSC RAS (360000, Kabardino-Balkarian Republic, Nalchik, 89A Shortanov St.),
ORCID: https://orcid.org/0000-0001-7612-8850, madina.mazhgihova@yandex.ru

МАТЕМАТИКА



Adyghe International Scientific Journal. 2024. Vol. 24, No. 4 55

МАТЕМАТИКА

УДК 517.95
DOI: 10.47928/1726-9946-2024-24-4-55-61
EDN: ZVUGLU Научная статья

Об одной задаче сопряжения двух гиперболических
уравнений третьего порядка
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Аннотация. В смешанной области исследуется задача сопряжения двух уравнений гипер-
болического типа третьего порядка – уравнения Аллера в положительной части области
с оператором от волнового оператора в отрицательной части. Задача заключается в нахож-
дении регулярного решения рассматриваемого уравнения, когда на положительной части
границы области заданы граничные условия второго рода, а в отрицательной части заданы
условия Коши на одной из характеристик. Кроме того, требуется непрерывное склеивание
искомого решения и его производной на линии сопряжения. Доказана теорема о существо-
вании единственного регулярного в смешанной области решения исследуемой задачи. Для
доказательства однозначной разрешимости задачи используется метод Трикоми, соглас-
но которому получены соответствующие фундаментальные соотношения между следами
искомого решения и его производной, перенесенные из положительной и отрицательной
частей смешанной области на линию сопряжения. Из полученных фундаментальных соот-
ношений приходим ко второй краевой задаче для неоднородного обыкновенного дифферен-
циального уравнения второго порядка относительно следа производной искомого решения,
решение которой найдено и выписано в явном виде. Тогда и решение исследуемой задачи
выписывается в явном виде как решение второй краевой задачи для уравнения Аллера
в положительной части смешанной области и как решение задачи Дарбу для модельно-
го уравнения гиперболического типа третьего порядка в отрицательной части. Найдены
достаточные условия на заданные функции, обеспечивающие регулярность полученных
решений исследуемой задачи в смешанной области.

Ключевые слова: уравнение Аллера, уравнения гиперболического типа, локальная за-
дача, регулярное решение.
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Abstract. The problem of conjugation of two equations of hyperbolic type of the third order –
the Haller equation in the positive part of the domain with an operator from the wave operator
in the negative part – is investigated in the mixed domain. The problem consists in finding
a regular solution of the equation under consideration when boundary conditions of the second
kind are given on the positive part of the boundary of the region, and Cauchy conditions on
one of the characteristics are given in the negative part. In addition, continuous gluing of the
sought solution and its derivative on the conjugate line is required. A theorem on the existence
of a single regular solution of the problem under study in the mixed domain is proved. To prove
the single-valued solvability of the problem, we use the Tricomi method, according to which
we obtain the corresponding fundamental relations between the traces of the desired solution
and its derivative, transferred from the positive and negative parts of the mixed region to the
conjugate line. From the obtained fundamental relations, we come to the second boundary
value problem for an inhomogeneous ordinary differential equation of the second order with
respect to the trace of the derivative of the desired solution, the solution of which is found and
written out in explicit form. Then the solution of the investigated problem is written out in
explicit form as the solution of the second boundary value problem for the Haller equation in
the positive part of the mixed region and as the solution of the Darbu’s problem for the model
equation of hyperbolic type of the third order in the negative part. Sufficient conditions on the
given functions, providing regularity of the obtained solutions of the investigated problem in
the mixed domain, are found.
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Введение. Рассматривается уравнение вида

f (x, y) =

{
uy − auxx − buxxy, y > 0,
uxxx + uxxy − uxyy − uyyy, y < 0,

(1)

где a, b – заданные положительные числа; f (x, y) – известная функция; u = u (x, y) –
искомая действительная функция.

Уравнение (1) при y > 0 совпадает с неоднородным уравнением Аллера [6], кото-
рое является уравнением гиперболического типа третьего порядка, хотя в литературе
его относят к уравнениям псевдопараболического типа [3], [2]. Исследованию различных
краевых задач для псевдопараболических уравнений, в частности, и для уравнения Ал-
лера, посвящены работы [4]–[10]. При y < 0 уравнение (1) представляет собой модельное
уравнение третьего порядка гиперболического типа. Локальные краевые задачи для та-
кого уравнения были рассмотренны в работе [11], где решения выписаны в явном виде
и найдены условия, обеспечивающие регулярность полученных решений.

В работе [12] для рассматриваемого уравнения (1) поставлена и исследована локальная
краевая задача типа Трикоми.

В данной работе ставится и исследуется вопрос однозначной разрешимости одной за-
дачи сопряжения двух уравнений гиперболического типа третьего порядка.

Пусть Ω = Ω+
⋃

Ω− ⋃
A0Ar, Ω+ = {(x, y) : 0 < x < r, 0 < y < T}, где r, T < ∞, а Ω− –

область, ограниченная характеристиками A0C : x + y = 0, ArC : x − y = r уравнения
(1) при y < 0, выходящими из точек A0 = (0, 0), Ar = (r, 0) и пересекающимися в точке
C =

(
r
2
,− r

2

)
, A0Ar = {(x, 0) : 0 < x < r}.

Регулярным в области Ω решением уравнения (1) назовем функцию u = u (x, y),
такую что u ∈ C

(
Ω
)
∩ C1

(
Ω

+
)
∩ C2, 1

x, y (Ω
+) ∩ C i,j

x,y (Ω
−) ,

(
i+ j = 3, i = 0, 3, j = 0, 3

)
,

uxxy (x, 0) ∈ L1 (A0Ar) и удовлетворяющую уравнению (1).
Постановка задачи. Полученный результат. Исследуется следующая
Задача. Найти регулярное в области Ω решение u = u (x, y) уравнения (1), удовле-

творяющее следующим краевым условиям:

ux (0, y) = ux (r, y) = 0, 0 ≤ y < T, (2)

u [θ0 (x)] = φ1 (x) , 0 ≤ x ≤ r, (3)

∂u

∂n
[θ0 (x)] = φ2 (x) , 0 ≤ x ≤ r, (4)

где θ0 (x) =
(
x
2
, −x

2

)
– аффикс точки пересечения характеристики, выходящей из точки

(x, 0) ∈ A0Ar с характеристикой A0C; ∂u
∂n

– производная по направлению внутренней
нормали n к характеристике A0C; φ1 (x), φ2 (x) – заданные на x ∈ [0, r] функции.

Справедлива следующая
Теорема. Пусть заданные функции φ1 (x), φ2 (x) и f (x, y) таковы, что

φ1 (x) , φ2 (x) ∈ C1 [0, r] ∩ C3 ]0, r[ , f (x, y) ∈ C1
(
Ω̄
)
.

Тогда задача (2)–(4) для уравнения (1) имеет и притом единственное регулярное
в области Ω решение.
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Доказательство. Пусть существует решение u = u (x, y) задачи (2)–(4) для уравне-
ния (1) и пусть

u (x, 0) = ϕ (x) , 0 ≤ x ≤ r, (5)

uy (x, 0) = ψ (x) , 0 < x < r. (6)

Из (1) при y > 0, переходя к пределу при y → +0, с учетом обозначений (5) и (6)
находим фундаментальное соотношение между функциями ϕ (x) и ψ (x), принесенное из
области Ω+ на линию y = 0 в виде

ψ (x)− aϕ′′ (x)− bψ′′ (x) = f (x, 0) , 0 < x < r, (7)

а из краевых условий (2) имеем, что

ϕ′ (0) = 0, ϕ′ (r) = 0, (8)

ψ′ (0) = 0, ψ′ (r) = 0. (9)

Общее решение уравнения (1) при y < 0 можно выписать в виде [11]

u (x, y) = g1 (x+ y) + (x+ y) g2 (x− y) + g3 (x− y)+

+
1

8

x−y∫

0

x+y∫

0

(x+ y − s) f

(
s+ t

2
;
s− t

2

)
dsdt, (10)

где gk, k = 1, 3, – произвольные функции своих аргументов.
Удовлетворяя (10) заданным краевым условиям (3)–(5), находим функции gk, k = 1, 3:

g1 (x) = ϕ (x)−
√
2x

2
φ2 (x) + xg′1 (0)− φ1 (x) + g1 (0)−

−1

8

x∫

0

x∫

0

(x− s) f

(
s+ t

2
;
s− t

2

)
dsdt,

g2 (x) =

√
2

2
φ2 (x)− g′1 (0) , g3 (x) = φ1(x)− g1(0).

Подставляя найденные функции gk, k = 1, 3, из (10) находим решение задачи (3)–(5) для
уравнения (1) при y < 0 в виде

u (x, y) = ϕ (x+ y) +

√
2

2
(x+ y) [φ2 (x− y)− φ2 (x+ y)] +

+φ1 (x− y)− φ1 (x+ y)− 1

8

x+y∫

x−y

x+y∫

0

(x+ y − s) f

(
s+ t

2
;
s− t

2

)
dsdt. (11)
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Удовлетворяя (11) условию (6), получаем фундаментальное соотношение между функ-
циями ϕ (x) и ψ (x), принесенное из области Ω− на линию y = 0 в виде

ψ (x) = ϕ′ (x)− F (x), (12)

где

F (x) =
√
2xφ′

2 (x) + 2φ′
1 (x) +

1

4

x∫

0

(x− s) f

(
s+ x

2
;
s− x

2

)
ds.

Из соотношений (7) и (12), исключая функцию ϕ(x), относительно функции ψ (x)
приходим к следующему дифференциальному уравнению второго порядка с постоянными
коэффициентами

ψ′′ (x) +
a

b
ψ′ (x)− 1

b
ψ (x) = w (x) , 0 < x < r, (13)

w (x) = −1

b
f (x, 0)− a

b
F ′ (x) .

Решение задачи (9) для уравнение (13) существует и единственно, и выписывается по
формуле

ψ (x) =
1

k1 − k2

x∫

0

[
ek1(x−ξ) − ek2(x−ξ)

]
w(ξ)dξ+

+
k1e

k2x − k2e
k1x

k1k2 (ek1r − ek2r)

1

k1 − k2

r∫

0

[
k1e

k1(r−ξ) − k2e
k2(r−ξ)

]
w(ξ)dξ, (14)

где

k1,2 =
−a±

√
a2 + 4b

2b
.

При этом из (12) находим, что

ϕ (x) = φ1 (0) +

x∫

0

[ψ (ξ) + F (ξ)] dξ. (15)

После того как функция ϕ (x) найдена, решение исследуемой задачи при y < 0 вы-
писывается по формуле (11), а при y > 0 решение второй краевой задачи (2), (5) для
уравнения (1) находится в виде [9]

u (x, y) =

r∫

0

G (x, y; ξ, 0) [ϕ(ξ)− bϕ′′(ξ)] dξ +

r∫

0

y∫

0

G (x, y; ξ, η) f (ξ, η) dη dξ, (16)

где функция G (x, y; ξ, η) определяется по формуле

G (x, y; ξ, η) =
1

r
+

2

r

∞∑
n=1

1

1 + bµn

e−
aµn

1+bµn
(y−η) cos (

√
µnx) cos (

√
µnξ) , µn =

(πn
r

)2

.
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Из (14) и (15) следует, что однородная задача будет обладать только нулевым реше-
нием ϕ (x) = ψ (x) ≡ 0 ∀ x ∈ [0, r]. А значит, из представлений (11) и (16) заключаем, что
однородная задача, соответствующая задаче (2)–(4) для уравнения (1) будет иметь только
тривиальное решение u (x, y) ≡ 0 ∀ (x, y) ∈ Ω̄, что говорит о единственности регулярного
решения исследуемой задачи.

Список использованных источников

1. Hallaire M. Potential efficace de l’eau dans le sol en regime de dessechement. Assemblee generale
de Berkeley-General Assembly of Berkeley, Publ. (Gentbrugge). 1963. No. 62. Pp. 114–122.

2. Showalter R. E., Ting T. W. Pseudoparabolic partial differential equations. SIAM J. Math. Anal.
1970. Vol. 1. No. 1. Pp. 1–26.

3. Нахушев А. М. Задачи со смещением для уравнений в частных производных. М.: Наука,
2006. 287 с.

4. Баренблатт Г. И., Желтов И. П., Кочина И. Н. Об основных представлениях теории
фильтрации однородных жидкостей в трещиноватых породах // ПММ. 1960. Т. 24. No 5.
С. 852–864.

5. Coleman B. D., Duffin R. J., Mizel V. J. Instability, uniqueness, and nonexistence theorems for
the equation ut = uxx−uxtx on a strip. Arch. Rat. Mech. Anal. 1965. Vol. 19. No. 2. Pp. 100–116.

6. Colton D. Pseudoparabolic equations in one space variable. J. Differ. Equations. 1972. Vol. 12.
No. 3. Pp. 559–565.

7. Yangarber V. A. The mixed problem for a modified moisture-transfer equation. Journal of Applied
Mechanics and Technical Physics. 1967. Vol. 8. No 1. Pp. 62–64.

8. Kozhanov A. I. On a Nonlocal Boundary Value Problem with Variable Coefficients for the Heat
Equation and the Aller Equation. Differ. Equ. 2004. Vol. 40. No. 6. Pp. 815–826.

9. Макаова Р. Х. Вторая краевая задача для обобщенного уравнения Аллера с дробной про-
изводной Римана–Лиувилля // Доклады Адыгской (Черкесской) Международной академии
наук. 2015. Т. 17. No 3. С. 35–38.

10. Макаова Р. Х. Первая краевая задача в нелокальной постановке для обобщенного уравнения
Аллера с дробной производной Римана – Лиувилля // Вестник АГУ. Серия 4: Естественно-
математические и технические науки. 2017. No 4 (211). С. 36–41.

11. Балкизов Ж. А. Локальные краевые задачи для модельного уравнения третьего порядка
гиперболического типа // Известия Кабардино-Балкарского научного центра РАН. 2022. No 5
(109). С. 11–18.

12. Балкизов Ж. А., Макаова Р. Х. Краевая задача для одного смешанно-гиперболического урав-
нения третьего порядка // Вестник Дагестанского государственного университета. Серия 1:
Естественные науки. 2022. Т. 37. No 3. С. 19–24.

Поступила 27.11.2024; одобрена после рецензирования 06.12.2024; принята к публи-
кации 13.12.2024.

Об авторе:
Макаова Рузанна Хасанбиевна, младший научный сотрудник отдела Уравнений смешан-

ного типа Института прикладной математики и автоматизации КБНЦ РАН (360000, Кабардино-
Балкарская Республика, г. Нальчик, ул. Шортанова 89А), ORCID https://orcid.org/0000-0003-
4095-2332, makaova.ruzanna@mail.ru

МАТЕМАТИКА



Adyghe Int. Sci. J. 2024. Vol. 24, No. 4 61

References

1. Hallaire M. Potential efficace de l’eau dans le sol en regime de dessechement. Assemblee generale
de Berkeley-General Assembly of Berkeley, Publ. (Gentbrugge). 1963. No. 62. Pp. 114–122.

2. Showalter R. E., Ting T. W. Pseudoparabolic partial differential equations. SIAM J. Math. Anal.
1970. Vol. 1. No. 1. Pp. 1–26.

3. Nahushev A.M. Zadachi so smeshcheniem dlya uravnenij v chastnyh proizvodnyh. M.: Nauka,
2006. 287 p.

4. Barenblatt G. I., Zheltov Iu. P., Kochina I. N. Basic concepts in the theory of seepage of
homogeneous liquids in fissured rocks [strata]. J. Appl. Math. Mech. 1960. Vol. 24. No. 5.
Pp. 852–864.

5. Coleman B. D., Duffin R. J., Mizel V. J. Instability, uniqueness, and nonexistence theorems for
the equation ut = uxx−uxtx on a strip. Arch. Rat. Mech. Anal. 1965. Vol. 19. No. 2. Pp. 100–116.

6. Colton D. Pseudoparabolic equations in one space variable. J. Differ. Equations. 1972. Vol. 12.
No. 3. Pp. 559–565.

7. Yangarber V. A. The mixed problem for a modified moisture-transfer equation. Journal of Applied
Mechanics and Technical Physics. 1967. Vol. 8. No. 1. Pp. 62–64.

8. Kozhanov A. I. On a Nonlocal Boundary Value Problem with Variable Coefficients for the Heat
Equation and the Aller Equation. Differ. Equ. 2004. Vol. 40. No. 6. Pp. 815–826.

9. Makaova R. Kh. Second Boundary Value Problem for the Generalised Aller Equation with
Fractional Riemann-Liouville Derivative. Adyghe Int. Sci. J. 2015. Vol. 17, No. 3. Pp. 35–38.
(In Russian)

10. Makaova R. Kh. First boundary value problem in nonlocal formulation for the generalised
Aller equation with fractional Riemann-Liouville derivative. Vestnik AGU. Seriya 4: Estestvenno-
matematicheskie i tekhnicheskie nauki. 2017. No. 4 (211). Pp. 36–41. (In Russian)

11. Balkizov Zh. A. Local boundary value problems for a third order model equation of hyperbolic
type. Izvestiya Kabardino-Balkarskogo nauchnogo centra RAN. 2022. No. 5 (109). Pp. 11–18. (In
Russian)

12. Balkizov Zh. A., Makaova R. Kh. Boundary value problem for one mixed-hyperbolic equation of
third order. Vestnik Dagestanskogo gosudarstvennogo universiteta. Seriya 1: Estestvennye nauki.
2022. Vol. 37. No. 3. Pp. 19–24. (In Russian)

Submitted 27.11.2024; approved after reviewing 06.12.2024; accepted for publication 13.12.2024.

About the author:
Ruzanna Khasanbievna Makaova, Junior Researcher Department of Mixed Type Equations

Institute of Applied Mathematics and Automation KBSC RAS (360000, Russia, Kabardino-
Balkarian Republic, Nalchik, 89A Shortanov St.), ORCID https://orcid.org/0000-0003-4095-2332,
makaova.ruzanna@mail.ru

MATHEMATICS



62 Доклады Адыгской (Черкесской) Международной академии наук. 2024. Т. 24, No 4

МАТЕМАТИКА

УДК 517.95
DOI: 10.47928/1726-9946-2024-24-4-62-71
EDN: YYFXTG Научная статья

Задача с нелокальными внутренними и краевыми условиями
для дробного диффузионно-волнового уравнения

М. О. Мамчуев1, М. Б. Машуков2

1Институт прикладной математики и автоматизации КБНЦ РАН, г. Нальчик, Россия
2Научно-образовательный центр КБНЦ РАН, Нальчик, Россия

1mamchuev@rambler.ru, 2musa.mashukov.99@mail.ru
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Введение. В области Ω = {(x, y) : 0 < x < l, 0 < y < T} рассмотрим уравнение

∂α
0yu(x, y)− uxx(x, y) = f(x, y), (1)

где 0 < α < 2, ∂γ
0t – оператор дробного (в смысле Герасимова–Капуто) дифференцирова-

ния порядка γ [1, с. 9].
Уравнения с производными дробного порядка возникают в математических моделях

описывающих различные процессы в средах с фрактальной геометрией (см., например,
[1, гл. 5]). Уравнение (1) исследовалось в работах многих авторов. Более подробную биб-
лиографию по этому вопросу можно найти в работах [2] и [3].

Фундаментальное решение уравнения (1) имеет вид [4], [5]

Γ(x− t, y − s) =
(y − s)β−1

2
φ

(
−β, β;− |x− t|

(y − s)β

)
, (2)

где β = α/2, φ(ρ, µ; z) – функция Райта.
Пусть n ∈ {1, 2} выбрано из условия n−1 < α ≤ n. Обозначим J = {(x, 0) : 0 < x < l}.
Регулярным решением уравнения (1) в области Ω называется функция u = u(x, y) из

класса u(x, y) ∈ C(Ω), ∂n−1

∂yn−1u(x, y) ∈ C(Ω ∪ J), uxx(x, y), ∂
α
0yu(x, y) ∈ C(Ω), удовлетворяю-

щая уравнению (1) во всех точках (x, y) ∈ Ω [6].
1. Необходимые нелокальные условия.
Рассмотрим операторы N θ,x,y

x1x2
и Rδ,x

0y [3], которые действуют по формулам

N θ,x,y
x1x2

ν(t) =
1

2

x2∫

x1

ν(t)yθ−1φ(−β, θ;−|x− t|y−β)dt, (3)

Rδ,x
0y µ(y) =

1

2

y∫

0

µ(s)(y − s)δ−1φ(−β, δ;−|x|(y − s)−β)ds. (4)

Справедлива следующая
Теорема 1. Пусть u = u(x, y) регулярное в области Ω решение уравнения (1), удов-

летворяющее условию

∂k−1

∂yk−1
u(x, y) = τk(x), 1 ≤ k ≤ n, 0 < x < l, (5)

ux ∈ C([0, l] × (0, T )) и ux(0, y), ux(l, y) ∈ L[0, T ]. Тогда функция u(x, y) удовлетворяет
нелокальным условиям:

u(0, y) = 2
n∑

k=1

N k−β,0,y
0l τk(t) + 2Rβ,l

0y ux(l, s)−D−β
0y ux(0, s) + 2R0,l

0yu(l, s), (6)

u(l, y) = 2
n∑

k=1

N k−β,l,y
0l τk(t)− 2Rβ,l

0y ux(0, s) +D−β
0y ux(l, s) + 2R0,l

0yu(0, s). (7)
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Доказательство. Воспользуемся общим представлением решения уравнения (1) в пря-
моугольной области [6]. Полагая в нём G(x, y; t, s) = Γ(x− t, y − s), получим

u(x, y) =
n∑

k=1

x2∫

x1

τk(t)D
α−k
0y Γ(x− t, y)dt+

+
2∑

i=1

(−1)i
y∫

0

[Γ(x− xi, y − s)ut(xi, s)− Γt(x− xi, y − s)u(xi, s)]ds. (8)

В силу формул интегро-дифференцирования функции Райта [2]

d

dz
φ(µ, ρ; z) = φ(µ, ρ+ µ; z), (9)

Dν
0yy

ρ−1φ(µ, ρ; z) = yρ−ν−1φ(µ, ρ− ν; z) (10)

получим
∂

∂t
Γ(x− t, y − s) =

sign(x− t)

2

1

y − s
φ

(
−β, 0;− |x− t|

(y − s)β

)
,

Dα−k
0y Γ(x− t, y) =

yk−β−1

2
φ

(
−β, k − β;−|x− t|

yβ

)
, k = 1, n.

Используя последние соотношения равенство (8) можно переписать в виде

u(x, y) =
1

2

n∑
k=1

x2∫

x1

τk(t)y
k−β−1φ(−β, k − β;−|x− t|y−β)dt+

+
1

2

y∫

0

ut(x2, s)(y−s)β−1φ(−β, β;−(x2 − x)(y − s)−β)ds−

−1

2

y∫

0

ut(x1, s)(y−s)β−1φ(−β, β;−(x− x1)(y − s)−β)ds+

+
1

2

y∫

0

u(x2, s)

y − s
φ(−β, 0;−(x2 − x)(y − s)−β)ds+

1

2

y∫

0

u(x1, s)

y − s
φ(−β, 0;−(x− x1)(y − s)−β)ds.

(11)
В терминах операторов (3) и (4) равенство (11) примет вид

u(x, y) =
n∑

k=1

N k−β,x,y
x1x2

τk(t) +Rβ,x2−x
0y ut(x2, s)−Rβ,x−x1

0y ut(x1, s)+

+R0,x2−x
0y u(x2, s) +R0,x−x1

0y u(x1, s). (12)
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Пользуясь тем, что в силу свойства 3 преобразования Rδ,x
0y [3]

lim
x→0

Rβ,x
0y µ(y) =

1

2
D−β

0y µ(y), lim
x→0

R0,x
0y µ(y) =

µ(y)

2
,

из (12) получим

1

2
u(x1, y) =

n∑
k=1

N k−β,x1,y
x1x2

τk(t) +Rβ,x2−x1

0y ut(x2, s)−
1

2
D−β

0y ut(x1, s) +R0,x2−x1

0y u(x2, s), (13)

1

2
u(x2, y) =

n∑
k=1

N β−k+1,x2,y
x1x2

τk(t)−Rβ,x2−x1

0y ut(x1, s) +
1

2
D−β

0y ut(x2, s) +R0,x2−x1

0y u(x1, s). (14)

Переходя в равенствах (13) и (14) к пределам при (x1, x2) → (0, l), получим (6) и (7).
Теорема l доказана.

При α = 1 условия (6) и (7) совпадают с необходимыми нелокальными условиями для
уравнения Фурье [8, с. 275].

2. Задача с нелокальными внутренними и краевыми условиями.
Пусть 0 < x1 < x2 < l. Рассмотрим следующую нелокальную задачу.
Задача 1. В области Ω найти решение u(x, y) уравнения (1), удовлетворяющее усло-

вию (5) и краевым условиям:

a1u(0, y) + a2u(l, y) = ϕ1(y), 0 < y ≤ T, (15)

b1u(x1, y) + b2u(x2, y) = ϕ2(y), 0 < y ≤ T, (16)
x1∫

0

u(x, y)dx = µ1(y), 0 < y ≤ T, (17)

l∫

x2

u(x, y)dx = µ2(y), 0 < y ≤ T, (18)

где τk(x), ϕi(y), µi(y) – заданные функции, ai, bi – заданные числа (k = 1, n), (i = 1, 2),
причем ∆ = a1b2 − a2b1 �= 0.

В работах [9], [7] исследованы задачи с интегральными условием А. А. Самарского
для дробных диффузионных уравнений с производными Римана–Лиувилля.

Обозначим C1,q[0, l] – простанство непрерывно дифференцируемых на [0, l] функций,
удовлетворяющих условию Гёльдера с показателем q.

Имеет место следующая
Теорема 2. Пусть τn(x) ∈ C[0, l]; τ1(x) ∈ C1,q[0, l], q > 1−β

β
, при n = 2; ϕi(y) ∈ C[0, T ],

∂α
0yµi(y) ∈ C[0, T ] и выполняются условия согласования

ϕ1(0) = a1τ1(0) + a2τ1(l), ϕ2(0) = b1τ1(x1) + b1τ1(x2), (19)

µ
(k−1)
1 (0) =

x1∫

0

τk(x)dx, µ
(k−1)
2 (0) =

l∫

x2

τk(x)dx, k = 1, n. (20)
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Тогда существует единственное регулярное в области Ω решение задачи 1. Решение
имеет вид

u(x, y) =
n∑

k=1

∞∑
m=−∞

[
N k−β,2ml+x,y

0l −N k−β,2ml−x,y
0l

]
τk(x)−

−2
∞∑

m=1

[
R0,2ml−l+x

0y −R0,2ml−l−x
0y

]
ϕl(y) + 2

∞∑
m=1

[
R0,2ml−2l+x

0y −R0,2ml−x
0y

]
ϕ0(y), (21)

где (
ϕ0(y)
ϕl(y)

)
=

1

∆

(
b2 −a2

−b1 a1

)(
ϕ1(y)

b1ψ1(y) + b2ψ2 − ϕ2(y)

)
,

ψ1(y) = 2
n∑

k=1

∞∑
m=−∞

N k−β,mx1,y
0x1

τk(ξ) + 4
∞∑

m=1

Rβ,mx1

0y ∂α
0yµ1(y) +D−β

0y ∂
α
0yµ1(y). (22)

ψ2(y) = 2
n∑

k=1

∞∑
m=−∞

N k−β,m(l−x2),y
x2l

τk(ξ) + 4
∞∑

m=1

Rβ,m(l−x2)
0y ∂α

0yµ2(y) +D−β
0y ∂

α
0yµ2(y). (23)

Доказательство. Интегрируя обе части равенства (1) по x с учетом условий (17),
(18) придем к условиям

ux(x1, y)− ux(0, y) = ∂α
0yµ1(y), 0 ≤ y ≤ T, (24)

ux(l, y)− ux(x2, y) = ∂α
0yµ2(y), 0 ≤ y ≤ T. (25)

Из (6) и (7) с учетом условий (24) и (25) относительно функции

ψ1(y) = u(0, y) + u(x1, y), (26)

ψ2(y) = u(x2, y) + u(l, y), (27)

получим интегральные уравнения

ψ1(y)− 2R0,x1

0y ψ1(η) = Φ1(y), (28)

ψ2(y)− 2R0,l−x2

0y ψ2(η) = Φ2(y), (29)

где Φ1(y) = 2
n∑

k=1

[
N δk,0,y

0x1
+N δk,x1,y

0x1

]
τk(ξ) + 2

[
Rβ,0

0y +Rβ,x1

0y

]
∂α
0yµ1(y),

Φ2(y) = 2
n∑

k=1

[
N δk,x2,y

x2l
+N δk,l,y

x2l

]
τk(ξ) + 2

[
Rβ,0

0y +Rβ,l−x2

0y

]
∂α
0yµ2(y),

δk = k − β.
В силу условий на функции τk(x), формул (9) и (10) и оценки [2]

∣∣yδ−1φ
(
−β, δ;−xy−β

)∣∣ ≤ Cx−θyµ+βθ−1, (30)

имеем N k−β,xi,y
0l τk(ξ) ∈ C[0, T ], k = 1, n. Из включений ∂α

0yµ1(y), ∂
α
0yµ2(y) ∈ C[0, T ] следует,

что D−β
0y ∂

α
0yµi(y),Rβ,l

0y ∂
α
0yµi(y) ∈ C[0, T ], i = 1, 2. Таким образом, Φ1(y),Φ2(y) ∈ C[0, T ].
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Уравнения (28) и (29) являются уравнениями Вольтерра второго рода и однозначно
разрешимы. Решения имеют вид [7], [3]

ψ1(y) = 2
∞∑

m=0

R0,mx1

0y Φ1(η), (31)

ψ2(y) = 2
∞∑

m=0

R0,m(l−x2)
0y Φ2(η). (32)

Равенства (31) и (32) можно записать в виде

ψ1(y) = Φ1(y) +

y∫

0

W (x1; y − η)Φ1(η)dη, (33)

ψ2(y) = Φ2(y) +

y∫

0

W (l − x2; y − η)Φ2(η)dη, (34)

где

W (x, y) =
∞∑
n=1

(−1)n

y
φ

(
−β, 0;−nx

yβ

)
.

Известно [3], что y1−βW (y) ∈ C[0, T ]. Откуда следует ψ1(y), ψ2(y) ∈ C[0, T ].
Пользуясь (31), (32) и свойствами 1 и 2 операторов N θ,x,y

x1x2
и Rδ,x

0y [3], запишем решения
уравнений (28) и (29) в виде

ψ1(y) = 2
n∑

k=1

∞∑
m=0

[
N δk,−mx1,y

0x1
+N δk,(m+1)x1,y

0x1

]
τk(ξ)+

+2
∞∑

m=0

[
Rβ,mx1

0y +Rβ,(m+1)x1

0y

]
∂α
0yµ1(y),

ψ2(y) = 2
n∑

k=1

∞∑
m=0

[
N δk,−m(l−x2),y

x2l
+N δk,(m+1)(l−x2),y

x2l

]
τk(ξ)+

+2
∞∑

m=0

[
Rβ,m(l−x2)

0y +Rβ,(m+1)(l−x2)
0y

]
∂α
0yµ2(y).

Из последних двух равенств, пользуясь свойством 3 оператора Rδ,x
0y [3], получим (22) и (23).

После того, как найдены ψ1(y), и ψ2(y), из системы

u(0, y) + u(x1, y) = ψ1(y),

u(x2, y) + u(l, y) = ψ2(y),

a1u(0, y) + a2u(l, y) = ϕ1(y),

b1u(x1, y) + b2u(x2, y) = ϕ2(y),
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при ∆ = a1b2 − a2b1 �= 0 однозначно находим

u(0, y) =
1

∆
[b2ϕ1(y) + a2ϕ2(y)− a2b1ψ1(y)− a2b2ψ2(y)] ≡ ϕ0(y), (35)

u(x1, y) =
1

∆
[−b2ϕ1(y)− a2ϕ2(y) + a1b2ψ1(y) + a2b2ψ2(y)] ,

u(x2, y) =
1

∆
[b1ϕ1(y) + a1ϕ2(y)− a1b1ψ1(y) + a2b1ψ2(y)] ,

u(l, y) =
1

∆
[−b1ϕ1(y)− a1ϕ2(y) + a1b1ψ1(y) + a1b2ψ2(y)] ≡ ϕl(y). (36)

Очевидно, что функции ϕ0(y), ϕl(y) ∈ C[0, T ].
Таким образом, решение задачи 1 редуцируется к решению первой краевой задачи (5),

(35), (36), для уравнения (1), которое имеет вид [6]

u(x, y) =
n∑

k=1

l∫

0

τk(ξ)D
α−k
0y G(x, y; ξ, 0)dξ+

+

y∫

0

Gξ(x, y; 0, η)ϕ0(η)dη −
y∫

0

Gξ(x, y; l, η)ϕl(η)dη, (37)

где G(x, y; ξ, η) =
∞∑

m=−∞
[Γ(2ml + x− ξ, y − η)− Γ(2ml − x− ξ, y − η)] – функция Грина

первой краевой задачи [10].
Для того, чтобы u(x, y) ∈ C(Ω), необходимо, чтобы выполнялись условия

ϕ0(0) = τn(0), ϕl(0) = τn(l). (38)

Покажем это. Из равенств (35) и (36) следует, что

ϕ0(0) =
b2
∆
ϕ1(0) +

a2
∆
ϕ2(0)−

a2b1
∆

ψ1(0)−
a2b2
∆

ψ2(0), (39)

ϕl(0) = −b1
∆
ϕ1(0)−

a1
∆
ϕ2(0) +

a1b1
∆

ψ1(0) +
a1b2
∆

ψ2(0). (40)

Из (33) и (34) имеем
ψ1(0) = Φ1(0) = τ1(0) + τ1(x1), (41)

ψ2(0) = Φ2(0) = τ1(x2) + τ1(l). (42)

Из равенств (39)–(42) следует

ϕ1(0) = a1ϕ0(0) + a2ϕl(0), (43)

ϕ2(0) = b1[τ1(0)− ϕ0(0)] + b2[τ1(l)− ϕl(0)] + b1τ1(x1) + b2τ1(x2). (44)

Из (43)–(44) при условии (19) следует (38).
В терминах операторов (3) и (4) решение (37) можно записать в виде (21).
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Очевидно, что (37) удовлетворяет уравнению (1) и условиям (5), (15) и (16).
Пользуясь свойствами операторов (3) и (4) можно показать, что (37) удовлетворяет

условиям (17) и (18) при выполнений условий согласования (20). Теорема 2 доказана.
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Аналог задачи Бицадзе–Самарского для нагруженного
гиперболо-параболического уравнения с вырождением порядка

в области его гиперболичности
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Аннотация. В работе рассматривается характеристически нагруженное уравнение сме-
шанного гиперболо-параболического типа с вырождением порядка в области его гипербо-
личности. В гиперболической части области уравнение представляет собой нагруженное
односкоростное уравнение переноса, известное в математической биологии как уравнение
Мак-Кендрика, в параболической — нагруженное уравнение диффузии. Для уравнения
исследуется единственность и существование решения нелокальной внутренне-краевой за-
дачи с условиями Бицадзе–Самарского в параболической части области и непрерывными
условиями сопряжения, краевые условия в гиперболической части области не задаются.
Решение исследуемой задачи сводится к решению нелокальной задачи для обыкновенного
дифференциального уравнения второго порядка относительно следа искомой функции на
линии изменения типа, решение которого выписывается в явном виде. Доказана теорема
существования и единственности решения задачи, в гиперболической части области выпи-
сано решение в явном виде. В параболической части области исследуемая задача сведена
к интегральному уравнению Вольтерра второго рода, найдено представление решения.

Ключевые слова: нагруженное уравнение, уравнение смешанного типа, гиперболо-пара-
болическое уравнение, краевая задача, нелокальная задача, задача Бицадзе–Самарского,
внутренне-краевая задача.
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Abstract. The paper considers a characteristically loaded equation of a mixed hyperbolic-
parabolic type with degeneration of order in the hyperbolicity part of the domain. In the
hyperbolic part of the domain, we have a loaded one-velocity transport equation, known in
mathematical biology as the Mac-Kendrick equation, in the parabolic part we have a loaded
diffusion equation. In the paper is to study the uniqueness and existence of the solution of
the nonlocal inner boundary value problem with Bitsadze–Samarskii type boundary conditions
in the parabolic domain and the continuous conjugation conditions; the hyperbolic domain is
exempt from the boundary conditions. The problem under investigation is reduced to a non-
local problem for an ordinary second-order differential equation with respect to the trace of
the unknown function in the line of the type changing. The existence and uniqueness theorem
for the solution of the problem has been proved; the solution is written out explicitly in the
hyperbolic part of the domain. In the parabolic part, the problem under study is reduced to the
Volterra integral equation of the second kind, and the solution representation has been found.
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Введение. Постановка задачи
Рассмотрим характеристически нагруженное [1] уравнение смешанного гиперболо-па-

раболического типа
{

uxx − uy + λ1u(x, y) = f1(x, y), y > 0,
ux + uy + cu+ λ2u(x− y, y) = f2(x, y), y < 0

(1)

в области Ω, ограниченной отрезками прямых x = 0, x = r, y = T > 0 при y > 0,
характеристиками x − y = 0, x − y = r уравнения (1) при y < 0; λi, c – заданные
постоянные, fi(x, y) – заданные функции, i = 1, 2.

В параболической части области уравнение (1) представляет собой нагруженное неод-
нородное уравнение теплопроводности или эволюционное уравнение [2, с. 266], а в гипер-
болической части является нагруженным односкоростным уравнением переноса, в мате-
матической биологии при λ2 = 0 оно известно как уравнение Мак-Кендрика [2, с. 121,
с. 179]. В монографиях [1], [3] приведен обширный обзор работ, посвященных нагружен-
ным уравнениям.

Краевые задачи для модельных нагруженных уравнений смешанного гиперболо-пара-
болического типа и эллиптико-гиперболического типа с вырождением порядка в области
его гиперболичности и нагруженным слагаемым λu(x, 0) исследованы как в ограничен-
ной, так и в неограниченной областях в монографии [1, с. 159, с. 176]. В работе [4] для
нагруженного уравнения Мак-Кендрика–фон Ферстера исследована задача Коши с дан-
ными на нехарактеристических и характеристических линиях. В [5] для нагруженного
уравнения Мак-Kендрика—фон Ферстера с оператором Капуто исследована нелокальная
краевая задача с интегральным условием.

Через Ω1 и Ω2 обозначим параболическую и гиперболическую части смешанной обла-
сти Ω соответственно. Регулярным решением уравнения (1) в области Ω назовем функцию
u(x, y) из класса C(Ω̄) ∩ C1(Ω) ∩ C2

x(Ω1), удовлетворяющую уравнению (1) в Ω1 ∪ Ω2.
Для уравнения (1) исследуем следующую нелокальную задачу:
Задача BS. Найти регулярное в области Ω решение u(x, y) уравнения (1), удовле-

творяющее условиям:

u(0, y) = ϕ0(y), 0 � y � T, (2)
[α0(y)ux + β0(y)u]x=x0 = [αr(y)ux + βr(y)u]x=r + γ(y), 0 < x0 < r, (3)

где αi(y), βi(y), ϕ0(y), γ(y) – заданные функции, i = {0, r}.
Задача с нелокальным условием (3) для уравнения параболического типа была на-

звана задачей Бицадзе–Самарского и исследована в работе [6]. Внутреннекраевая задача
(2)–(3) для модельного уравнения смешанного гиперболо-параболического типа второго
порядка исследована в работе [7], а в [8] – для гиперболо-параболического уравнения
второго порядка с нехарактеристической нагрузкой на линии изменения типа.

Заметим, что если α0(y) = αr(y) = β0(y) ≡ 0, то задача (2)–(3) переходит в локаль-
ную краевую задачу, которая для однородного уравнения (1) с нехарактеристической
нагрузкой была исследована в [9]. Если α0(y) = αr(y) ≡ 0, β0(y), βr(y) �= 0, то зада-
ча (2)–(3) переходит в задачу с условиями типа задачи Бицадзе–Самарского с условием
u(x0, 0) = α(y)u(r, y) + ϕr(y) вместо условия (3), и которое является частным случаем
нелокального условия А. М. Нахушева [10]. Для уравнения (1) она была исследована
в [11], а для нехарактеристически нагруженного уравнения (1) – в работе [12]. Отметим
также работу [13], в которой в классах регулярных решений исследована разрешимость
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некоторых пространственно нелокальных краевых задач с граничным условием Бицадзе–
Самарского с переменными коэффициентами для одномерных гиперболических уравне-
ний второго порядка, и работу [14], где исследуется задача с нагруженным условием
Бицадзе–Самарского для уравнения смешанного типа, причем аналог условия Бицадзе–
Самарского задается в гиперболической части.

Функциональные соотношения на линии изменения типа
Вначале получим соотношения между u(x, 0) и uy(x, 0) на линии изменения типа.

Пусть существует решение u(x, y) задачи (1)–(3). Обозначим через

τ(x) = u(x, 0), (4)

ν(x) = uy(x, 0), причем из условий задачи BS имеем τ(x) ∈ C(J̄) ∩ C1(J), ν(x) ∈ C(J).
Тогда из условий (2) и (3) можно записать:

τ(0) = ϕ0(0), (5)

α0(0)τ
′(x0) + β0(0)τ(x0) = αr(0)τ

′(r) + βr(0)τ(r) + γ(0). (6)

Переходя в уравнении (1) к пределу при y → +0, получаем, что τ(x) и ν(x) на линии
изменения типа будут связаны следующим соотношением, принесенным из области Ω1:

τ ′′(x)− ν(x) + λ1τ(x) = f1(x, 0), 0 < x < r. (7)

Также, переходя к пределу при y → −0, в Ω2 получим функциональное соотношение
в виде

τ ′(x) + ν(x) + [c+ λ2]τ(x) = f2(x, 0), 0 < x < r. (8)

Из (7), (8) получаем обыкновенное дифференциальное уравнение

τ ′′(x) + τ ′(x) + qτ(x) = f(x), (9)

где q = c+ λ1 + λ2, f(x) = f1(x, 0) + f2(x, 0).
Введем обозначение

ϕr(y) = u(r, y), (10)

тогда
τ(r) = ϕr(0). (11)

Решение задачи Дирихле (5), (11) для уравнения (9) представимо в виде

τ(x) =

r∫

0

G(x, ξ)f(ξ)dξ +Gξ(x, r)ϕr(0)−Gξ(x, 0)ϕ0(0), (12)

где G(x, ξ) – функция Грина задачи (9), (5), (11), имеющая вид:

G(x, ξ) =




exp([ξ − x]/2) sh(pξ) sh(p[x− r])

p sh(pr)
, 0 � ξ � x,

exp([ξ − x]/2) sh(px) sh(p[ξ − r])

p sh(pr)
, x � ξ � r;

MATHEMATICS



76 Доклады АМАН. 2024. T. 24, No 4

где p =
√
1− 4q/2, pr �= πn (q �= π2n2/r + 1/4), n = 1, 2, ...

Здесь надо отметить, что G(x, ξ) является действительнозначной функцией, зависящей
от комплексного числа p.

Обозначим через

Φ = αr(0)
[ ∂

∂x

r∫

0

G(x, ξ)f(ξ)dξ
]
x=r

−α0(0)
[ ∂

∂x

r∫

0

G(x, ξ)f(ξ)dξ
]
x=x0

−β0(0)

r∫

0

G(x0, ξ)f(ξ)dξ,

ρ(ξ) = α0(0)
d

dx
Gξ(x, ξ)

∣∣∣
x=x0

− αr(0)
d

dx
Gξ(x, ξ)

∣∣∣
x=r

+ β0(0)Gξ(x0, ξ)− βr(0)Gξ(r, ξ).

Учитывая (12) и то, что Gξ(r, r) = 1, Gξ(r, 0) = 0, из (6) при выполнении условия

ρ(r) �= 0, (13)

получим

ϕr(0) =
1

ρ(r)

[
Φ− ρ(0)ϕ0(0) + γ(0)

]
.

Несложно проверить, что условие (13) при λ1 = λ2 = c ≡ 0 совпадает с условиями,
полученными в [7], [8].

Таким образом, после нахождения неизвестной ϕr(0) функция τ(x) полностью опреде-
ляется формулой (12), причем τ(x) ∈ C[0, r] ∩ C2]0, r[, а из (8) видно, что ν(x) ∈ C1]0, r[.

Решение задачи в гиперболической части области
В гиперболической части области Ω2 решение задачи (1)–(3) сводится к решению за-

дачи Коши (4) для частного случая неоднородного уравнения Мак-Кендрика [2, с. 179]

ux + uy + cu = f2(x, y)− λ2τ(x− y). (14)

Решение задачи (14), (4) задается формулой [11]

u(x, y) = τ(x− y)[1− λ2y] +

y∫

0

f2(η + x− y, η)dη, c = 0,

u(x, y) = τ(x− y)
[
e−cy(1 + λ2/c)− λ2/c

]
+

y∫

0

f2(η + x− y, η)ec(η−y)dη, c �= 0. (15)

Решение задачи в параболической части области
Если функция f1(x, y) ∈ C(Ω1) и удовлетворяет условию Гельдера по x, ϕ0(y) ∈ C[0, T ],

αi(y), βi(y) ∈ C[0, T ]∩C1]0, T [ (i = {0, r}), то решение задачи BS в Ω1 представимо в виде

u(x, y) =

y∫

0

Γξ(x, y; 0, η)ϕ0(η)dη −
y∫

0

Γξ(x, y; r, η)ϕr(η)dη+

+

r∫

0

Γ(x, y; ξ, 0)τ(ξ)dξ +

y∫

0

r∫

0

Γ(x, y; ξ, η)
[
f1(ξ, η)− λ1τ(ξ)

]
dξdη, (16)
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где

Γ(x, y; ξ, η) =
1√

4π(y − η)

∞∑
k=−∞

{
exp

[(x− ξ + 2rk)2

4(η − y)

]
− exp

[(x+ ξ + 2rk)2

4(η − y)

]}

– функция Грина первой краевой задачи для уравнения Фурье [2, c. 267].
Удовлетворяя (16) условию (3), аналогично [7], [8] получим

βr(y)ϕr(y) +

y∫

0

K(y, η)ϕr(η)dη = F (y), (17)

где
K(y, η) = α0(y)Γξx(x0, y; r, η) + β0(y)Γξ(x0, y; r, η)− αr(y)Γξx(r, y; r, η),

F (y) =

y∫

0

[
α0(y)Γξx(x0, y; 0, η) + β0(y)Γξ(x0, y; 0, η)− αr(y)Γξx(r, y; 0, η)

]
ϕ0(η)dη−

−
r∫

0

[
αr(y)Γx(r, y; ξ, 0)− α0(y)Γx(x0, y; ξ, 0)− β0(y)Γ(x0, y; ξ, 0)

]
τ(ξ)dξ − γ(y)−

−
y∫

0

r∫

0

[
αr(y)Γx(r, y; ξ, η)−α0(y)Γx(x0, y; ξ, η)− β0(y)Γ(x0, y; ξ, η)

][
f1(ξ, η)−λ1τ(ξ)

]
dξdη.

(18)

При выполнении условия βr(y) �= 0 (0 ≤ y ≤ T ) и с учетом свойств функции Гри-
на первой краевой задачи для уравнения Фурье [2, c. 267] заключаем, что уравнение
(17) является интегральным уравнением Вольтерра II рода и имеет единственное реше-
ние ϕr(y), причем ϕr(y) ∈ C[0, T ] ∩ C1]0, T [. С учетом этого и при гладкости функций
α(y), β(y) ∈ C[0, T ] ∩ C1]0, T [, из условия (3) получим, что и u(x0, y) ∈ C[0, T ] ∩ C1]0, T [,
т.е. полученное решение задачи будет в искомом классе.

После нахождения функции ϕr(y) единственное решение задачи (1)–(3) в Ω1 задается
формулой (16).

Замечание. Так как нагруженное слагаемое находится на линии изменения типа, т. е.
после нахождения τ(x) является уже известной функцией, то его наличие влияет только
на вид функции F (y) в уравнении (17), а ядро уравнения (17) совпадает с ядром уравне-
ний, полученных в [7], [8].

Теорема существования и единственности решения задачи
Таким образом, доказана следующая
Теорема 1. Если f1(x, y) ∈ C(Ω1) и удовлетворяет условию Гельдера по x,

ϕ0(y) ∈ C[0, T ], α0(y), αr(y), β0(y), βr(y) ∈ C[0, T ] ∩ C1]0, T [, f2(x, 0) ∈ C[0, r], f2(x, y) ин-
тегрируема на интервале ]0, r[, c+λ1+λ2 �= π2n2/r+1/4, и выполняется условие (13), то
задача BS имеет, и притом единственное решение, которое в Ω1 представимо в виде
(16), а в Ω2 задается формулой (15).
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Введение. В работах А. В. Псху [1], [2, с. 72] и [3] введены интегральные преобразо-
вания для функций u (x) и v (x), заданных на положительной полуоси

Aα,µu (x) ≡ (Aα,µu) (x) =

∞∫

0

u (t) xµ−1φ
(
−α, µ;−x−αt

)
dt, (1)

Bα,µv (x) ≡ (Bα,µv) (x) =

∞∫

0

v (t) tµ−1φ
(
−α, µ;−xt−α

)
dt, (2)

где

φ (−α, µ;−z) =
∞∑
k=0

(−z)k

k! Γ (µ− αk)
(3)

– функция Райта [4], [5], 0 < α < 1, µ ∈ R.
Для сходимости интеграла в (1) от функции u (x) достаточно требовать, чтобы она

была локально интегрируема, то есть, u (x) ∈ L(a, b) для любых b > a > 0, и выполнялись
условия

lim
x→0

u (x) xε < ∞,

где ε < 1, если µ �= 0,−1,−2, . . . , и ε < 2 – в противном случае, и

lim
x→∞

u (x) exp
(
−ρxδ

)
< ∞, δ <

1

1− α
, ρ > 0.

Интеграл в (2) будет сходиться, если v (x) ∈ L(a, b) для любых b > a > 0, и выполня-
ются условия

lim
x→0

v (x) exp
(
−ρx−γ

)
< ∞, γ <

α

1− α
ρ > 0,

и
lim
x→∞

v (x) xε < ∞,

где ε > µ, если µ �= 0,−1,−2, . . . , и ε > µ− α – в противном случае.
Преобразования (1) и (2) в работе [3] называются интегральными преобразованиями

Станковича. Подобного рода преобразование, а именно

G(x) =

∞∫

0

φ (σ, µ+ 1;−xσy) yµg(y)dy, σ > 0, µ > −1, (4)

было рассмотрено Б. Станковичем в работе [6] и названо обобщенным преобразованием
Ханкеля. Как известно, функция Райта является одним из обобщений функции Бесселя [4]

Jν (z) =
(z
2

)ν

φ

(
1, ν + 1;−z2

4

)
,

где Jν (z) – функция Бесселя первого рода порядка ν [7, с. 131].
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Обобщенное преобразование Ханкеля с ядром

2−µ (xy)µ+
1
2 φ

(
σ, µ+ 1;−x2y2

4

)
, σ > 0,

было рассмотрено Р. П. Агарвалем в работах [8] – [10].
Преобразование (4) для отрицательных значений σ = −α, 0 < α < 1, позже Б. Стан-

ковичем было рассмотрено в другой работе [11]

G(x) =

∞∫

0

φ
(
−α, 0;−tx−α

) g(t)
αt

dt. (5)

Дальнейшие исследования свойств преобразований (4) и (5) были продолжены в работах
[12], [13].

Используя свойство функции Райта [4]

ρzφ (ρ, µ+ ρ; z) = φ (ρ, µ− 1; z) + (1− µ)φ (ρ, µ; z) ,

преобразование (5) в обозначениях (1) может быть записано в виде

G(x) = Aα,1−αg(x).

В работах [2, с. 84] и [3, с. 205] при λ ∈ C, c > 0 были получены следующие форму-
лы преобразований некоторых элементарных и специальных функций, имеющих важное
значение в задачах математической физики

Aα,µ expλx = xα+µ−1Eα,α+µ (λx
α) ,

Aα,µxν−1Eρ,ν (λx
ρ) = xαν+µ−1Eαρ,αν+µ (λx

αρ) , ν > 0,

Aα,µ sinλx = λx2α+µ−1E2α,2α+µ

(
−λ2x2α

)
,

Aα,µ cosλx = xα+µ−1E2α,α+µ

(
−λ2x2α

)
,

Aα,µxν−1φ (ρ, ν;λxρ) = xαν+µ−1φ (αρ, αν + µ;λxαρ) , ρ > 0,

Aα,µxν−1φ
(
−ρ, ν;−cx−ρ

)
= xαν+µ−1φ

(
−αρ, αν + µ;−cx−αρ

)
,

Bα,µ exp (−cx) = λ−µ exp (−cαx) ,

Bα,µφ (−ρ, ν;−cx) = c−µφ (−αρ, ρµ+ ν;−cαx) .

Здесь

Eρ,ν(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(ρk + ν)
, ρ > 0,

– функция типа Миттаг-Леффлера [14].
В данной работе докажем ряд аналогичных формул.
2. Вспомогательные сведения. Далее нам понадобятся следующие свойства функ-

ции Райта и преобразований (1) и (2).
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Для функции Райтаφ (−α, µ;−z) при 0 < α < 1 справедливо представление [15, с. 110, 279]

φ (−α, µ;−z) =
1

2πi

ω+i∞∫

ω−i∞

Γ (s)

Γ (αs+ µ)
z−sds, ω > 0. (6)

Из (6) по теореме о вычетах [15, с. 21] непосредственно следует разложение (3).
Пусть ν > 0, если µ �= 0,−1,−2, . . . , и ν > −1 – в противном случае. Тогда справедлива

формула [3]

Aα,µxν−1 =
Γ (ν)

Γ (αν + µ)
xαν+µ−1. (7)

Пусть δ < −µ, если µ �= 0,−1,−2, . . . , и δ < α − µ – в противном случае. Тогда
справедлива формула [3]

Bα,µxδ =
Γ(−(µ+ δ)/α)

αΓ(−δ)
x(µ+δ)/α. (8)

2. Основные результаты.
Пусть λ ∈ C, c > 0. Тогда имеют место формулы

Aα,µ sin 2λ
√
x = λ

√
π xβ+µ−1φ

(
α, β + µ;−λ2xα

)
, β = 3α/2, (9)

Aα,µ cos 2λ
√
x√

x
=

√
π xβ+µ−1φ

(
α, β + µ;−λ2xα

)
, β = α/2, (10)

Aα,µ Erfc
λ

2
√
x
= xα+µ−1φ

(
−β, α + µ;−λx−β

)
, β = α/2, (11)

Aα,µ xν−1 expλx = Γ (ν) xαν+µ−1E ν
α, αν+µ (λx

α) , Re ν > 0, (12)

Aα,µ xν−1E γ
ρ,ν (λx

ρ) = xαν+µ−1E γ
αρ, αν+µ (λx

αρ) , Re ν > 0, (13)

Aα,µ γ (β, λx) = λβΓ (β) xαβ+α+µ−1E β
α, αβ+α+µ (−λxα) , Re β > 0, (14)

Aα,µ xν−1Φ (β, ν;λx) = Γ (ν) xαν+µ−1E β
α, αν+µ (λx

α) , Re ν > 0, (15)

Aα,µ xνJν (λx) =
(2λ)ν√

π
Γ (ν + 1/2) x2αν+α+µ−1E

ν+1/2
2α, 2αν+α+µ

(
−λ2x2α

)
, Re ν > −1/2, (16)

Bα,µ sin 2λ
√
x√

x
=

√
π λ1−2µ φ

(
α, 3/2− µ;−λ2αx

)
, µ < 1/2, (17)

Bα,µ cos 2λ
√
x =

√
π λ−2µ φ

(
α, 1/2− µ;−λ2αx

)
, µ < 0, (18)

Bα,µ xk exp (−cx) = (−1)k c−µ−k
1Ψ1

[
−cαx

∣∣∣∣
(
1− µ, α

)
(
1− µ− k, α

)
]
, µ < 1, (19)
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где k = 0, 1, 2, . . . ,

Bα,µEγ
ρ,ν (−cx) =

c−µ

Γ (γ)
1Ψ1

[
−cαx

∣∣∣∣
(
γ − µ, α

)
(
ν − ρµ, ρα

)
]
, µ < γ, (20)

Bα,µΦ (β, δ;−cx) =
Γ (δ)

Γ (β)
c−µ

1Ψ1

[
−cαx

∣∣∣∣
(
β − µ, α

)
(
δ − µ, α

)
]
, µ < β, (21)

где δ �= 0,−1,−2, . . .

Здесь γ (a, z) – неполная гамма-функция [7, с. 29], [15, с. 292], Erfc (z) – дополни-
тельный интеграл вероятности [7, с. 31], [15, с. 287], E γ

ρ,ν (z) – функция Прабхакара [16],
Φ (a, c; z) ≡ 1F1 (a; c; z) – вырожденная гипергеометрическая функция (функция Кумме-
ра) [15, с. 73], 1Ψ1 [ z | . . . ] – обобщенная функция Райта [17, с. 23].

Доказательство. Доказательство формул (9)–(21) будем проводить на основе инте-
гральных представлений, либо разложений в степенные ряды, функций, на которые будут
действовать операторы Aα,µ и Bα,µ, с использованием формул (7) и (8). При этом сходи-
мость интегралов в (1) и (2), как и законность перестановки знаков интегралов и сумм,
будут следовать из свойств рассматриваемых функций и равномерной сходимости полу-
чающихся интегралов и рядов.

Для доказательства равенства (9) воспользуемся известным разложением синуса в сте-
пенной ряд

sin z =
∞∑
k=0

(−1)kz2k+1

(2k + 1)!
. (22)

Положив z = 2λ
√
x, применим к обеим частям равенства (22) преобразование Aα,µ. С по-

мощью формулы (7) получим

Aα,µ sin 2λ
√
x = 2λx3α/2+µ−1

∞∑
k=0

Γ (k + 3/2)

Γ (2k + 2) Γ (αk + 3α/2 + µ)

(
−4λ2xα

)k
.

Применив здесь формулу удвоения Лежандра
√
π Γ (2s) = 22s−1Γ (s) Γ (s+ 1/2) , (23)

находим

Aα,µ sin 2λ
√
x = λ

√
π xβ+µ−1

∞∑
k=0

(−λ2xα)k

k! Γ (αk + β + µ)
, β = 3α/2.

Сравнивая последний ряд с (3), приходим к (9).

Равенство (10) можно доказать аналогично, используя разложение

cos z =
∞∑
k=0

(−1)kz2k

(2k)!
.
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Для доказательства равенства (11) воспользуемся интегральным представлением [15, с. 164]

Erfc
√
z =

1

2π
√
πi

ω+i∞∫

ω−i∞

Γ (s) Γ (s+ 1/2)

Γ (s+ 1)
z−sds, ω > 0. (24)

Применяя к обеим частям (24) преобразование Aα,µ, полагая при этом z = λ2/(4x), полу-
чим

Aα,µ Erfc
λ

2
√
x
=

xα+µ−1

2π
√
πi

ω+i∞∫

ω−i∞

Γ (s) Γ (s+ 1/2)

Γ (αs+ α + µ)

(
λ2

4xα

)−s

ds, ω > 0.

Применив формулу (23), сделаем в полученном интеграле замену t = 2s

Aα,µ Erfc
λ

2
√
x
=

xα+µ−1

2πi

ω1+i∞∫

ω1−i∞

Γ (t)

Γ (αt/2 + α+ µ)

(
λ

xα/2

)−t

dt, ω1 = 2ω > 0.

Сравнивая последний интеграл с (6), приходим к (11).
Для доказательства равенства (12) воспользуемся известным представлением

exp z =
∞∑
k=0

zk

k!
. (25)

Положив z = λx и умножив обе части равенства (25) на xν−1, с помощью формулы (7)
получим

Aα,µ xν−1 expλx = xαν+µ−1

∞∑
k=0

Γ (ν + k) (λxα)k

k! Γ (αν + αk + µ)
.

Преобразовав полученное выражение по формуле

Γ (s+ k) = (s)k Γ (s) , k = 0, 1, 2, . . . , (26)

и сравнив полученный таким образом ряд с представлением [16], [17, с. 9]

Eγ
ρ,ν (z) =

∞∑
k=0

(γ)k z
k

k! Γ (ρk + ν)
, ρ > 0, (27)

приходим к (12).
С помощью (27) аналогично доказывается равенство (13), а равенства (14), (15) и (16)

следуют из разложений [15, с. 292, 73, 77]

γ (β, z) =
∞∑
k=0

(−1)k

k!

zβ+k

β + k
, Re β > 0,

Φ (β, ν; z) =
∞∑
k=0

(β)k
(ν)k

zk

k!
, ν �= 0,−1,−2, . . . ,
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Jν(z) =
∞∑
k=0

(−1)k

k! Γ(k + ν + 1)

(z
2

)ν+2k

.

Для доказательства формулы (17) будем использовать интегральное представле-
ние [15, с. 136]

sin 2
√
z =

1

2
√
πi

ω+i∞∫

ω−i∞

Γ (1/2 + s)

Γ (1− s)
z−sds, |ω| < 1/2. (28)

Положим в (28) z = λ2x и применим преобразование Bα,ν по формуле (8). Затем сделаем
в полученном интеграле замену s = αt+ ν − 1/2. В итоге получим

Bα,ν sin 2λ
√
x√

x
=

λ1−2ν

2
√
πi

ω2+i∞∫

ω2−i∞

Γ (t)

Γ (3/2− ν − αt)

(
λ2αx

)−t
dt, ω2 > 0.

Сравнивая полученное выражение с представлением (6), приходим к (17).
С помощью представления [15, с. 137]

cos 2
√
z =

1

2
√
πi

ω+i∞∫

ω−i∞

Γ (s)

Γ (1/2− s)
z−sds, 0 < ω < 1/2.

Аналогично доказывается (18).
Чтобы доказать равенство (19), нам понадобится представление [15, с. 136]

exp (−z) =
1

2πi

ω+i∞∫

ω−i∞

Γ (s) z−sds, ω > 0. (29)

Полагая z = λx, из (29) с помощью формулы (8) получим

Bα,µ xk exp (−λx) =
x(µ+k)/α

2απi

ω+i∞∫

ω−i∞

Γ (s) Γ ((s− µ− k) /α)

Γ (s− k)
(λαx)−s/α ds, ω > ω3,

где ω3 = max{0, µ+ k}. Сделав замену s = αt+ µ+ k, затем воспользовавшись формулой
(26), будем иметь

Bα,µ xk exp (−λx) =
λ−µ−k

2πi

ω+i∞∫

ω−i∞

Γ (t) (µ+ αt)k (λ
αx)−t dt, ω > ω4,

где ω4 = min{0, (µ+ k)/α}. С другой стороны, из формулы [15, с. 51]

(−s)k =
(−1)k Γ (s+ 1)

Γ (s+ 1− k)
, k = 0, 1, 2, . . . ,
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следует

Bα,µ xk exp (−λx) =
(−1)k λ−µ−k

2πi

ω+i∞∫

ω−i∞

Γ (t) Γ (1− µ− αt)

Γ (1− µ− k − αt)
(λαx)−t dt,

где 0 < ω < (1− µ)/α. Сравнивая последний интеграл с представлением [17, с. 25]

1Ψ1

[
z

∣∣∣∣
(
a,A

)
(
b, B

)
]
=

1

2πi

ω+i∞∫

ω−i∞

Γ (s) Γ (a− As)

Γ (b− Bs)
(−z)−s ds, 0 < ω < Re a/A,

приходим к (19).
Доказательства равенств (20) и (21) проводятся аналогично, основываясь на представ-

лениях [17, с. 25], [15, с. 262]

E γ
ρ,ν (z) =

1

2πi

ω+i∞∫

ω−i∞

Γ (γ − s) Γ (s)

Γ (γ) Γ (ν − ρs)
(−z)−s ds, 0 < ω < Re γ,

Φ (β, δ; z) =
1

2πi

ω+i∞∫

ω−i∞

Γ (δ) Γ (β − s) Γ (s)

Γ (β) Γ (δ − s)
(−z)−s ds, 0 < ω < Re β, δ �= 0,−1,−2, . . .
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11. Stanković B. Sur une classe d’équations intégrales singulières. Zbornik Radova. 1955. No. 4.

Pp. 81–130 (in Serbian).

МАТЕМАТИКА



Adyghe Int. Sci. J. 2024. Vol. 24, No. 4 89
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Аннотация. В данной работе исследуется обыкновенное дифференциальное уравнение
второго порядка с оператором дифференцирования Нахушева в младших членах. Опера-
тор дифференцирования Нахушева относится к классу операторов непрерывно распреде-
ленного дифференцирования. Для данного уравнения рассматривается нелокальная крае-
вая задача с условием Ильина–Моисеева первого рода. Условие Ильина–Моисеева первого
рода связывает значение искомой функции на правом конце интервала, где задается урав-
нение, со значениями искомой функции во внутренних (нескольких) точках интервала.
Методом функции Грина находится решение исследуемой задачи, строится соответствую-
щая функция Грина и изучается ее свойства.
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1. Введение. В интервале 0 < x < 1 рассмотрим уравнение

u′′(x) + λD
[α,β]
0x u(x) = f(x), α < β, 0 < β < 1, (1)

где

D
[α,β]
0x u(x) =

β∫

α

Dγ
0xu(x)dγ (2)

– оператор дифференцирования Нахушева [1],

Dγ
0xu(x) =

1

Γ(−γ)

x∫

0

u(t)dt

(x− t)γ+1
, γ < 0,

Dγ
0xu(x) = u(x), γ = 0,

Dγ
0xu(x) =

dn

dxn
Dγ−n

0x u(x), n− 1 < γ ≤ n, n ∈ N

– оператор дробного интегродифференцирования (в смысле Римана–Лиувилля) порядка
γ [1], [2], Γ(z) – гамма-функция Эйлера, λ – заданная постоянная величина.

Интегральный оператор

Mα,β
ax u(x) =

β∫

α

bγ(x)D
γ
axu(x)dγ, (3)

обобщающий оператор (2), был введен в работе [1] и назван оператором континуумального
(континуального) дифференцирования. Операторы вида (2) и (3) относятся к классу опе-
раторов непрерывно распределенного дифференцирования. В последнее время операторы
вида (2) называют операторами Нахушева [3].

В статьях [2] и [4] изучены основные свойства оператора (2).
Ранее автором было исследовано неоднородное уравнение (1) и для него построено

фундаментальное решение, найдены в явном виде решения начальной задачи [5], задачи
Дирихле и задачи Неймана методом функции Грина [6], [7].

В работах Ильина В. А. и Моисеева Е. И. [8]–[11] исследованы нелокальные краевые
задачи с условиями первого и второго рода для оператора Штурма–Лиувилля.

В работе [12] для обыкновенного дифференциального уравнения с оператором дробно-
го дифференцирования Джрбашяна–Нерсесяна изучена нелокальная задача с условием
Ильина–Моисеева. Доказана теорема существования и единственности решения. А для
обыкновенного дифференциального уравнения с оператором дискретно распределенного
дифференцирования методом функции Грина исследована нелокальная задача с условием
Ильина–Моисеева в работе [13]. Там же доказана теорема существования и единственно-
сти решения.

В данной работе рассматривается нелокальная краевая задача с условием Ильина–Мо-
исеева для уравнения (1). Методом функции Грина найдено решение исследуемой задачи,
построена соответствующая функция Грина и изучены ее свойства.
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2. Постановка задачи. Регулярным решением уравнения (1) в интервале ]0, 1[ назо-
вем функцию u(x), принадлежащую классу C[0, 1] ∩ C2]0, 1[ и удовлетворяющую уравне-
нию (1) во всех точках x ∈]0, 1[.

Задача. Найти регулярное решение u(x) уравнения (1) в интервале ]0, 1[, удовле-
творяющее условиям

u(0) = 0, u(1) =
m∑
i=1

αiu(ξi), (4)

где 0 < ξ1 < ξ2 < ... < ξm < 1, α1, α2, . . . , αm – заданные постоянные величины.
В указанных выше работах Ильина В. А., Моисеева Е. И. второе из условий (4) ав-

торы называют нелокальным краевым условием первого рода и на коэффициенты αi,
i = 1, 2, . . . ,m в условии (4) накладывают условие либо их неотрицательности, либо их
неположительности и выполнения неравенств −∞ < α1 + α2 + ...+ αm ≤ 1.

3. Вспомагательные утверждения. Рассмотрим функцию [5]

W (x) ≡ W (x;λ, α, β) =
∞∑
n=0

(−λ)nνn(x), (5)

где

ν0(x) = x, νn(x) = νn−1(x) ∗
1

x
V i(2− β, 2− α, x), n ∈ N,

V i(γ, δ, x) =

δ∫

γ

xt

Γ(t)
dt, 0 ≤ γ ≤ δ, x ≥ 0, (g ∗ h)(x) =

x∫

0

g(x− t)h(t)dt

– свертка Лапласа функций g(x) и h(x).
Функцию W (x), определяемую равенством (5) назовем фундаментальным решением

уравнения (1). Она является решением задачи

W ′′(x) + λD
[α,β]
0x W (x) = 0, (6)

W (0) = 0, W ′(0) = 1. (7)

4. Функция Грина. Введем в рассмотрение функцию двух переменных, определен-
ную на компакте Ω = [0, 1]× [0, 1]

G(x, t) = H(x− t)W (x− t)− W (x)

∆

[
W (1− t)−

m∑
i=1

αiH(ξi − t)W (ξi − t)

]
, (8)

где

∆ = W (1)−
m∑
i=1

αiW (ξi) �= 0, (9)

H(x) – функция Хевисайда.
Определение. Функцией Грина задачи (4) для уравнения (1) назовем функцию v(x, t),

обладающую следующими свойствами:
1. v(x, t) непрерывна в Ω.

МАТЕМАТИКА
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2. v(x, t) как функция переменной x является решением задачи

vxx(x, t) + λD
[α,β]
0x v(x, t) = 0, v(0, t) = 0, v(1, t) =

m∑
i=1

αiv(ξi, t), (10)

по переменной t является решением задачи

vtt(x, t) + λD
[α,β]
1t v(x, t) = 0, v(x, 0) = 0, v(x, 1) = 0. (11)

3. При t = x производные vx(x, t) и vt(x, t) имеют скачок, равный единице, то есть

vx(x, x+ 0)− vx(x, x− 0) = −1, (12)

vt(x, x+ 0)− vt(x, x− 0) = 1. (13)

Лемма. Пусть выполнено условие (9). Тогда, функция G(x, t), определяемая форму-
лой (8), является функцией Грина задачи (4) для уравнения (1).

Доказательство. Непрерывность функции Грина G(x, t) в компакте Ω следует из
непрерывности функции W (x) в этом компакте Ω.

Второе свойство доказывается непосредственной подстановкой равенства (8) в форму-
лы (10), (11) с учетом соотношений (6), (7)

Gxx(x, t) + λD
[α,β]
0x G(x, t) = H(x− t)

[
Wxx(x− t) + λD

[α,β]
tx W (x− t)

]
−

− 1

∆

[
W (1− t)−

m∑
i=1

αiH(ξi − t)W (ξi − t)

] [
W ′′(x) + λD

[α,β]
0x W (x)

]
= 0, (14)

Gtt(x, t) + λD
[α,β]
1t G(x, t) = H(x− t)

[
Wtt(x− t) + λD

[α,β]
xt W (x− t)

]
−

−W (x)

∆

[
W ′′(1− t) + λD

[α,β]
1t W (1− t)

]
+

+
1

∆

m∑
i=1

αiH(ξi − t)
[
W ′′(ξi − t) + λD

[α,β]
ξit

W (ξi − t)
]
= 0. (15)

Из представления (8), в силу соотношения W (0) = 0 имеем равенства

G(x, 0) = 0, G(x, 1) = 0, (16)

G(0, t) = 0, G(1, t) = W (1− t)− W (1)

∆

[
W (1− t)−

m∑
i=1

αiH(ξi − t)W (ξi − t)

]
. (17)

Дифференцируя равенство (8) по x и по t

Gx(x, t) = H(x− t)Wx(x− t)− W ′(x)

∆

[
W (1− t)−

m∑
i=1

αiH(ξi − t)W (ξi − t)

]
, (18)
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Gt(x, t) = H(x− t)Wt(x− t)− W (x)

∆

[
W ′(1− t)−

m∑
i=1

αiH(ξi − t)W ′(ξi − t)

]
, (19)

и подставляя формулы (18), (19) в соотношения (12), (13) с учетом того что W (x) –
непрерывная функция, а H(x) – разрывная в нуле функция, с учетом равенства W ′(0) = 1
получим

Gx(x, x+ 0)−Gx(x, x− 0) =

= lim
ε→−0

H(ε)W ′(0)− W ′(x)

∆

[
W (1− x)−

m∑
i=1

αiH(ξi − x)W (ξi − x)

]
−

− lim
ε→+0

H(ε)W ′(0) +
W ′(x)

∆

[
W (1− x)−

m∑
i=1

αiH(ξi − x)W (ξi − x)

]
= −1, (20)

Gt(x, x+ 0)−Gt(x, x− 0) =

= − lim
ε→−0

H(ε)W ′(0) +
W (x)

∆

[
W ′(1− x)−

m∑
i=1

αiH(ξi − x)W ′(ξi − x)

]
+

+ lim
ε→+0

H(ε)W ′(0)− W (x)

∆

[
W ′(1− x)−

m∑
i=1

αiH(ξi − x)W ′(ξi − x)

]
= 1, (21)

что доказывает справедливость формул (12) и (13). Лемма доказана.
Из соотношений (18), (19) в силу формул (7) следуют равенства

Gx(x, 0) = 0, Gx(x, 1) = 0, (22)

Gt(x, 0) = −W (x) +
1

∆

[
W ′(1)−

m∑
i=1

αiW
′(ξi)

]
, Gt(x, 1) =

W (x)

∆
. (23)

5. Представление решения.
Теорема. Пусть f(x) ∈ L[0, 1]∩C]0, 1[. Тогда, при выполнении условия разрешимости

(9), существует единственное регулярное решение задачи (1), (4). Решение имеет вид

u(x) =

1∫

0

G(x, t)f(t)dt. (24)

Доказательство. Пусть u(x) – регулярное решение уравнения (1). Умножим обе ча-
сти уравнения (1) на функцию G(x, t) предварительно поменяв в нем переменную x на t
и проинтегрируем полученное равенство по t в пределах от ε до 1 − ε, где ε > 0. Тогда
имеем

1−ε∫

ε

G(x, t)u′′(t)dt+ λ

1−ε∫

ε

G(x, t)D
[α,β]
0t u(t)dt =

1−ε∫

ε

G(x, t)f(t)dt. (25)

Интегрируя по частям первое слагаемое левой части равенства (25), учитывая что
функция Gt(x, t) имеет разрыв, предварительно разбив промежуток интегрирования на
два промежутка от ε до x и от x до 1− ε, будем иметь

МАТЕМАТИКА
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1−ε∫

ε

G(x, t)u′′(t)dt = u′(1− ε)G(x, 1− ε)− u′(ε)G(x, ε)−

−
x∫

ε

Gt(x, t)u
′(t)dt−

1−ε∫

x

Gt(x, t)u
′(t)dt = u′(1− ε)G(x, 1− ε)−

−u′(ε)G(x, ε)− u(1− ε)Gt(x, 1− ε) + u(ε)Gt(x, ε)+

+u(x)
[
Gt(x, x+ 0)−Gt(x, x− 0)

]
+

1−ε∫

ε

Gtt(x, t)u(t)dt. (26)

В пределе, устремляя ε к нулю, из формулы (26), в силу равенств (16) и (21), будем
иметь что

lim
ε→0

1−ε∫

ε

G(x, t)u′′(t)dt = −u(1)Gt(x, 1) + u(0)Gt(x, 0) + u(x) +

1∫

0

Gtt(x, t)u(t)dt. (27)

В силу формулы дробного интегрирования по частям и равенства lim
x→0

Dγ−1
0x v(x) = 0,

для любых v(x) ∈ C[0, 1] и γ ∈ (0, 1), второе слагаемое левой части формулы (25) при ε
стремящемся к нулю перепишется в виде

lim
ε→0

1−ε∫

ε

G(x, t)D
[α,β]
0t u(t)dt =

= D
[α−1,β−1]
01 u(t)G(x, 1)−D

[α−1,β−1]
00 u(t)G(x, 0)−

1∫

0

Gt(x, t)D
[α−1,β−1]
0t u(t)dt =

= D
[α−1,β−1]
01 u(t)G(x, 1) +

1∫

0

u(t)∂
[α,β]
1t G(x, t)dt =

1∫

0

u(t)D
[α,β]
1t G(x, t)dt. (28)

Учитывая формулы (27) и (28) из равенства (25) получим

u(x) +

1∫

0

u(t)
[
Gtt(x, t) + λD

[α,β]
1t G(x, t)

]
dt = u(1)Gt(x, 1)− u(0)Gt(x, 0) +

1∫

0

G(x, t)f(t)dt,

из которого в силу соотношений (4) и (15) получаем формулу (24).
Покажем теперь, что функция u(x), определяемая формулой (24), действительно яв-

ляется решением задачи (1), (2). Дифференцируя дважды равенство (24) с учетом формул
(16), (20), (22) будем иметь

u′(x) =

1∫

0

Gx(x, t)f(t)dt, (29)
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u′′(x) =
d

dx




x∫

0

Gx(x, t)f(t)dt+

1∫

x

Gx(x, t)f(t)dt


 =

1∫

0

Gxx(x, t)f(t)dt+ f(x). (30)

Далее из формулы (24) имеем, что

D
[α,β]
0x u(x) = D

[α,β]
0x

1∫

0

G(x, t)f(t)dt =

1∫

0

D
[α,β]
0x G(x, t)f(t)dt. (31)

Подставляя формулы (30) и (31) в уравнение (1), в силу равенства (14), получаем что
функция, определяемая соотношением (24), действительно является решением уравнения
(1). С учетом формул (17), (23), непосредственная подстановка функции (24) в равенства
(4) дает верные тождества.

6. Достаточные условия разрешимости.
1. В случае когда λ ≤ 0 и αi ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m, то условие разрешимости (9) задачи

(1), (4) выполняется.
Действительно, в этом случае функция W (x) положительна для всех x ∈ [0, 1] и при

αi ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m, левая часть соотношения (9) есть положительное число.
2. В случае когда λ ≤ 0, αi ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,m и выполняется неравенство α1+α2+. . .+

+αm ≤ 1, то условие разрешимости (9) задачи (1), (4) выполняется.
При λ ≤ 0, функция W (x) не только положительная, но еще и возрастающая, так как

W ′(x) > 0 для всех x ∈ [0, 1]. Тогда условие разрешимости (9) перепишется в виде

m∑
i=1

αi
W (ξi)

W (1)
�= 1.

Так как отношение W (ξi)/W (1) меньше единицы, то

m∑
i=1

αi
W (ξi)

W (1)
<

m∑
i=1

αi ≤ 1.

Следовательно, при условиях относительно коэффициентов αi, i = 1, 2, . . . ,m, сделан-
ных Ильиным В. А. и Моисеевым Е. И. в указанных работах, условия разрешимости (9)
задачи (1), (4) выполняется.

3. Рассмотрим случай, когда λ ≤ 0, и коэффициенты αi, i = 1, 2, . . . ,m имеют разные
знаки. Тогда неравенство ∑

i:αi>0

αi ≤ 1,

является достаточным условием разрешимости задачи (1), (4).
Действительно, в этом случае, отбрасывая слагаемые с отрицательными коэффициен-

тами αi из условия разрешимости (9) будем иметь

∑
i: αi>0

αi
W (ξi)

W (1)
<

∑
i: αi>0

αi ≤ 1.
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Ретикулоциты периферической крови грызунов в условиях
предгорий Центрального Кавказа (Кабардино-Балкария)
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Аннотация. У трех видов грызунов, обитающих в предгорьях Центрального Кавказа
(700 м над ур. м.) в летний период, установлен сходный уровень содержания молодых эрит-
роцитов (ретикулоцитов) в периферической крови. Видоспецифичность по качественному
и количественному составу ретикулоцитов слабо выражена. Это дает основание полагать,
что регенеративные функции костного мозга у трех видов грызунов в сходных услови-
ях предгорий Центрального Кавказа в благоприятный летний период на одном уровне.
Вероятнее всего выше сказанное обусловливается тем, что три вида являются широко
распространёнными эвритопными видами с широким диапазоном нормы реакции и высо-
кими адаптивными возможностями. Высота местности в 700 м над м. не вызывает сильного
напряжения костномозгового кроветворения. Вместе с тем у всех трех у видов в летний
период отмечается активное обновление крови и поступление молодых эритроцитов.

Ключевые слова: Кавказ, грызуны, ретикулоциты, Apodemus uralensis, Mus musculus,
Apodemus agrarius.
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Abstract. Three rodent species inhabiting the foothills of the Central Caucasus (700 m above
sea level) in summer have similar levels of young erythrocytes (reticulocytes) in peripheral
blood. Species specificity in qualitative and quantitative composition of reticulocytes is poorly
expressed. This suggests that regenerative functions of bone marrow in three rodent species
in similar conditions of the foothills of the Central Caucasus in the favourable summer period
are at the same level. Most likely, the above-mentioned is caused by the fact that the three
species are widespread eurytopic species with a wide range of reaction norms and high adaptive
capabilities. The altitude of the terrain of 700 m above the m. does not cause a strong strain
of medullary hematopoiesis. At the same time, all three species have active blood renewal and
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Введение.
Эритроциты – это высоко специализированные клетки, отвечающие за транспорти-

ровку гемоглобина и газообмен в легких и периферических тканях. У млекопитающих
они развиваются из ретикулоцитов (незрелых эритроцитов), которые представляют собой
эритроидные клетки, утратившие ядро, но сохранившие остаточную РНК [1], [2]. В 1986 г.
Национальным комитетом по клиническим и лабораторным стандартам США (National
Committee for Clinical Laboratory Standards, NCCLS) ретикулоцит был классифицирован
как любая клетка красного кровяного ростка, лишенная ядра и содержащая минимум
2 частицы полирибосомальной РНК цит. по [3]. По мере созревания уровень РНК сни-
жается. Эти уровни используются как различные стадии созревания: от I до IV [1], [4].
Созревание ретикулоцитов у грызунов в условиях гомеостаза занимает 1-3 дня [1], [4].
По сравнению со средней продолжительностью жизни эритроцитов (120 дней у человека)
стадия ретикулоцитов в развитии эритроидной ткани короткая, однако это период быст-
рых изменений [1]. Ретикулоциты в норме присутствуют в норме как в костном мозге, так
и в крови. Обычно они по объему крупнее эритроцитов, с меньшим содержанием гемогло-
бина, но c более высокой метаболической активностью. Скорость созревания ретикуло-
цитов, как и регуляция эритропоэза в целом осуществляется эритропоэтином. В ответ на
гипоксию повышается продукция эритропоэтина, что приводит усилению эритропоэза [5].
Процентное содержание ретикулоцитов в периферической крови указывает на скорость
обновления эритроцитов, т.е. отражает скорость продукции эритроцитов в костном мозге,
и именно по этому параметру судят об активности эритропоэза.

Чаще всего исследование ретикулоцитов проводится с целью диагностики анемии ли-
бо при изучении системы адаптивных реакций со стороны системы крови на какой-либо
фактор [6]–[11]. Специальных работ, посвящённых исследованию содержания ретикулоци-
тов в крови и их изменчивости у мелких млекопитающих мало [12]. Цель данной работы
состояла в изучении качественного и количественного состава ретикулоцитов в перифери-
ческой крови трех видов грызунов (домовая мышь Mus musculus L., малая лесная мышь
Apodemus uralensis Pall. и полевая мышь Apodemus agrarius Pall.) в сходных климатиче-
ских условиях предгорий Центрального Кавказа в летний период.

Материал и методы исследования.
В качестве объектов исследования были использованы 3 вида грызунов: домовая мышь

(Mus musculus L.), малая лесная мышь (Apodemus uralensis Pall.) и полевая мышь (Apode-
mus agrarius Pall.). Систематика приводится согласно [13].

Лесные мыши являются самыми многочисленными и распространенными из всех гры-
зунов Кавказа. На Северном Кавказе встречаются от полупустынь и степей Предкавка-
зья до альпийского пояса. Этого грызуна нет лишь на альпийских коврах и субнивальном
и нивальном поясах, а также в открытых степях и полупустынях, занимающих обширную
территорию. Экологический оптимум – лесные пояса, где заселяются все местообитания –
от разных типов лесов и кустарниковых зарослей до обрабатываемых участков и жилища
человека [14], [15]. В населенных пунктах заселяет хозяйственные постройки и жилые по-
мещения в лесостепном, субальпийском поясах. Лесные мыши в предгорьях Центрального
Кавказа молекулярно-генетическими исследованиями идентифицированы как Apodemus
uralensis – малая лесная мышь [16].

Mus musculus – синантропный вид, в условиях предгорий Центрального Кавказа в лет-
ний может выселяться в открытые стации, в отличие от среднегорий Центрального Кав-
каза [17]. Ареал домовой мыши охватывает всю обширную территорию Северного Кав-
каза, обитает на равнине, в горы вид проникает в разных местах на разные высоты.
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В Кабардино-Балкарской Республике широко встречается в степной зоне, предгорном ле-
состепье, где он многочислен [14] и отчасти в поясе широколиственных лесов. Горные
экосистемы заселяет лишь на высоте до 1500 м над ур. м. В субальпийский и альпийский
пояс проникает вместе с человеком, через надворные постройки и его жилища [18].

Apodemus agrarius в Центральном Предкавказье распространен в естественных и антро-
погенно-модифицированных лесоспепных, предгорных и среднегорных ландшафтов [19].
Вследствие сухости климата в зоне степей Ставрополья полевая мышь на водоразделах
отсутствует [15], и начинает встречаться с лесостепных ландшафтов Ставропольской воз-
вышенности и предгорных луговых степей, поднимаясь там горы до нижней границы
субальпийского пояса. Оптимум ее ареала на территории Центрального Кавказа в пре-
делах Кабардино-Балкарии привязан к более влажным ландшафтам лесостепного пояса.
В степную зону проникает по речным долинам и орошаемым полям. В горы проникает
по лугам, полям и разреженным лесам. В высокоствольных лесах, где мало травянистой
растительности, полевая мышь не расселяется. Однако выше 1000 м над ур. м. его распро-
странение не может простираться, т.к. полевая мышь физиологически не выдерживает
разряженной атмосферы высокогорья [18].

Район исследования располагается предгорьях Кабардино-Балкарской Республи-
ки в окр. с. Псынадаха, (700 м над ур. м.), согласно типизации [20], в пределах пояса
луговых степей. Ландшафт в данном районе представляет собой слабоволнистую равни-
ну. Климат умеренно-теплый. Сумма температур за вегетационный период колеблется
в пределах 2600− 2800◦C, увлажнение хорошее, ГТК=1,2-1,5. Среднегодовое количество
осадков достигает 550–600 мм. Растительность представлена разнотравно-злаковыми сте-
пями и пойменными лугами. Почвенный покров представлен черноземами [21].

Для окраски ретикулоцитов использовали 1 % разведение бриллиант – крезилблау
синий в физиологическом растворе (pH=7,8). Равное количество крови и красителя сме-
шивали на парафинированном часовом стекле парафинированной стеклянной палочкой.
Часовое стекло, затем помещали во влажную камеру (чашка Петри с влажной фильтро-
вальной бумагой на дне) на 35 мин. По истечении этого времени смесь краски и крови
хорошо перемешивали и готовили широкие, тонкие препараты [22].

Микрокопирование ретикулоцитов производится при слегка спущенном конденсоре.
Использовали микроскоп МИКМЕД-1, при объективе 90x и окуляр 7x. Подсчет ретику-
лоцитов производился на 10 тыс. эритроцитов, и выражались в промилях (%�).

Пример: на 10 000 эритроцитов подсчитано 120 ретикулоцитов. Составляем пропор-
цию:

1000–120

1000–X X = 12.00%�

По степени зрелости различают 5 видов ретикулоцитов [Тодоров, 1963]. В 0 группу
входят ретикулоциты, имеющие ядро. Зернистость у них располагается в виде плотного
венчика вокруг ядра. Группу I составляют ретикулоциты, имеющие зернисто-сетчатую
субстанцию в виде клубка или глыбки. Ко II группе относятся ретикулоциты, имеющие
зернистость в идее густой сети. В III группе ретикулоцитов зернисто-сетчатая субстанция
имеет вид отдельных нитей. В IV группу входят ретикулоциты, содержащие отдельные
зернышки.

В статистических тестах значимыми считали различия при p <0.05. Расчеты выпол-
нены в программе STATISTICA-10 с использованием одномерного дисперсионного и дис-
криминантного анализов.
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Результаты и их обсуждение.
Анализ микропрепаратов ретикулоцитов крови трех видов грызунов в условиях пред-

горий Центрального Кавказа (700 м над ур. м) выявил относительно высокое содержание
ретикулоцитов у избранных видов. Это свидетельствует об активном их поступлении из
костного мозга и обновлении крови животных в изученный летний период. Максималь-
но высокие значения отмечены для полевой мыши, что характерно как для самцов, так
и для самок. Согласно результатам дисперсионного анализа, влияния видовой принад-
лежности грызунов, обитающих в предгорьях Центрального Кавказа, на общее количе-
ство ретикулоцитов не установлено, как у самцов, так и у самок (p ≤ 0.418 и p ≤ 0.100,
соответственно).

В парциальном составе ретикулоцитов изученных трех видов обнаружено наличие
всех четырех стадий созревания с преобладанием клеток III стадии. При этом у видов
отмечены и различия. Влияние видовой принадлежности установлено на качественный
состав ретикулоцитов. Наиболее молодых клеток I стадии несколько меньше у меньше
домовой мыши, чем у двух других видов. Межвидовые различия более выражены при
сравнении более зрелых клеток IV стадии (табл. 1).

Таблица 1. Ретикулоциты, их парциальный состав в периферической крови домовой, полевой
и малой лесной мышей в предгорьях Центрального Кавказа.
Table 1. Reticulocytes and their partial composition in the peripheral blood of house, field and little
forest mice in the foothills of the Central Caucasus.

Псынадаха
Показатели Пол Домовая

мышь
n�-18
n�-8

Полевая
мышь
n�-21
n�-19

Лесная
мышь
n�-23
n�-18

F p

X ±m X ±m X ±m

Эритроциты � 8.610±1.30 9.263±0.12 8.671±2.30 5.96 0.003
� 8.227±0.25 8.583±0.19 8.401±0.11 0.74 0.418

Общее количество � 29.95±1.86 37.16±2.05 35.29±2.30 2.40 0.100
ретикулоцитов (%�) � 33.35±4.19 41.93±2.93 31.31±2.27 4.29 0.020

I стадия (%�) � 0.42±0.12 0.66±0.23 0.85±0.18 0.99 0.377
� 0.47±0.15 0.61±0.23 0.71±0.19 0.22 0.429

II стадия (%�) � 8.63±1.52 9.23±1.10 9.75±1.06 0.23 0.793
� 9.84±2.32 10.71±1.45 7.87±0.84 1.29 0.290

III стадия (%�) � 12.38±0.91 14.73±1.19 13.88±1.01 0.13 0.331
� 14.01±2.63 20.38±1.89 10.64±0.63 7.06 .002

IV стадия (%�) � 7.99±0.82 11.45±0.87 12.02±1.23 4.39 0.02
� 9.14±1.24 12.38±1.12 10.71±0.89 1.89 0.176

У домовых мышей этих клеток меньше, чем у двух других видов (различия достоверны
в случае анализа самцов).

Mus musculus и у Apodemus uralensis характеризуются близкими значениями парци-
ального состава ретикулоцитов, достоверные отличия выявлены лишь по одному призна-
ку у одного пола (табл. 2).
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Таблица 2. Достоверность различий содержания ретикулоцитов и их парциального состава в пе-
риферической крови грызунов в предгорьях Центрального Кавказа.
Table 2. Reliability of differences in the content of reticulocytes and their partial composition in the
peripheral blood of rodents in the foothills of the Central Caucasus.

Показатели Пол Варианты
M. musculus –
A. uralensis

A. agrarius –
A. uralensis

M. musculus –
A. agrarius

p p p

Эритроциты � 0.779 0.015 0.001
� 0.551 0.259 0.383

Общее количество � 0.107 0.036 0.524
ретикулоцитов (%�) � 30.671 0.007 0.080

I стадия (%�) � 0.168 0.448 0.464
� 0.509 0.703 0.719

II стадия (%�) � 0.501 0.723 0.713
� 0.387 0.702 0.123

III стадия (%�) � 0.511 0.150 0.342
� 0.499 0.029 0.001

IV стадия (%�) � 0.026 0.441 0.006
� 0.381 0.073 0.341

В случае сравнения полевая – домовая мыши различия также слабо выражены (лишь
у самок содержанию ретикулоцитов III стадии). Как видно из таблиц 1 и 2, содержание
зрелых эритроцитов в 1 мкл. крови статистически значимо отличается лишь у самцов
полевой мыши. ретикулоцитам крови трех видов согласуются

Попарный дискриминантный анализ согласуется с результатами дисперсионного ана-
лиза. В случае сравнения M. musculus – A. uralensis дискриминация самцов по одному
признаку (ретикулоциты IV стадии), у самок – по двум (ретикулоциты IV стадии, об-
щее количество ретикулоцитов). Качество модели невысокое как у самок, так и у самцов,
корректная детерминация около 80% (табл. 3).

Таблица 3. Дискриминирующие лесную и домовую мышей признаки ретикулоцитовв условиях
предгорий (с. Псынадаха) Центрального Кавказа.
Table 3. Discriminating features of reticulocytes in forest and house mice in the foothills (Psynadakha
village) of the Central Caucasus.

Самцы F (1.32)=6.5076 p<0.0157 Самки F (2.22)=3.0761 p<0.0664
Показатели F p-level Показатели F p-level

M. musculus – A. uralensis
Ретикулоциты IV
стадии (%�)

6.508 0.015 Ретикулоциты IV
стадии (%�)

5.953 0.023

Общее количество
ретикулоцитов
(%�)

4.955 0.036

Процент дискриминации (%) 74.28 Процент дискриминации (%) 80.00
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окончание таблицы 3
Самцы F (1.32)=6.5076 p<0.0157 Самки F (2.22)=3.0761 p<0.0664

Показатели F p-level Показатели F p-level
A. agrarius – A. uralensis

Ретикулоциты IV
стадии (%�)

5.43 0.026

– Общее количество
ретикулоцитов
(%�)

21.11 0.000

Процент дискриминации (%) 76.47
A. agrarius – M. musculus

Ретикулоциты IV
стадии (%�)

9.43 0.005 Общее количество

Ретикулоциты I
стадии (%�)

2.32 0.139 ретикулоцитов
(%�)

7.63 0.011

Процент дискриминации (%) 70.00 Процент дискриминации (%) 65.38

При сравнении A. agrarius – A. uralensis достоверно различаются только самки. Пар-
ное сравнение самцов A. agrarius – M. musculus выявлял в качестве различающих виды
признаков ретикулоциты и IV стадий, в случае сравнения самок – общее количество рети-
кулоцитов. Данные, полученные по ретикулоцитам крови, свидетельствуют об активном
обновлении крови избранных видов в изученный летний период. Регенеративные функции
костного мозга трех видов грызунов в сходных условиях предгорий Центрального Кавказа
в благоприятный летний период на одном уровне. Межвидовые различия по количествен-
ному и качественному составу ретикулоцитов крови в предгорьях выражены слабо.

Заключение.
Анализируя состояние ретикулоцитов крови трех видов грызунов, обитающих в пред-

горьях Центрального Кавказа (700 м над ур. м.) в летний период, установлен сходный уро-
вень содержания молодых эритроцитов (ретикулоцитов) в периферической крови и сла-
бо выраженную видоспецифичность. Это дает основание полагать, что регенеративные
функции костного мозга у трех видов грызунов в сходных условиях предгорий Централь-
ного Кавказа в благоприятный летний период на одном уровне. Сопоставимые значения
в изученных показателях можно объяснить тем, что несмотря на разную экологическую
специализацию, все три вида являются широко распространёнными эвритопными вида-
ми. Высота местности в 700 м над м. не вызывает сильного напряжения костномозгового
кроветворения. Вместе с тем у всех трех у видов в летний период отмечается активное
обновление крови и поступление молодых эритроцитов (ретикулоцитов).

Результаты данной работы носят промежуточный характер, для выявления законо-
мерностей изменчивости содержания ретикулоцитов крови грызунов в условиях Кавказа
необходимы дальнейшие работы как с расширением изучаемых видов, так и с районов
исследования.
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Аннотация. Работа посвящена изучению лишайников Национального парка «Приэль-
брусье» (НПП), выполненного c помощью маршрутного метода. Национальный парк
«Приэльбрусье» площадью 101.2 км2 образован в 1986 г. в юго-западной части Кабардино-
Балкарской Республики в целях сохранения уникальных природных комплексов Приэль-
брусья и использования его в рекреационных, научных и культурных целях. Несмотря
на длительную историю исследований лишайников на территории НПП, разнообразие его
лихенофлоры оставалось малоизученным и составляло всего 329 видов. Результаты на-
ших исследований показали разнородность исследуемой лихенобиоты. Она включает 386
видов, относящиеся к 142 родам и 27 семействам. Некоторые виды испытывают сильный
антропогенный прессинг, что привело к резкому исчезновению на исследуемой террито-
рии. Это, например, лобария легочная, уснея цветущая, стикта лесная и др., которые уже
являются краснокнижными видами РФ и КБР.
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Abstract. The work is devoted to the study of lichens of the National Park "Prielbrusye"
(NPP), carried out with the help of the route method. The National Park "Prielbrusie"with
an area of 101.2 km2 was established in 1986 in the southwestern part of the Kabardino-
Balkar Republic in order to preserve the unique natural complexes of the Prielbrusye and
to use it for recreational, scientific and cultural purposes. Despite the long history of lichen
studies on the territory of the NPP, the diversity of its lichenoflora remained understudied
and amounted to only 329 species. The results of our research showed the heterogeneity of
the studied lichenobiota. It includes 386 species belonging to 142 genera and 27 families. Some
species are experiencing strong anthropogenic pressure, which has led to dramatic extinction in
the study area. These are, for example, lobaria pulmonaria, usnea florida, sticta sylvatica, etc.,
which are already red-listed species of the Russian Federation and KBR.
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Введение.
Одной из основных проблем экологии является изучение видового биоразнообразия

– основы ее устойчивого развития. В настоящее время интерес к изучению лишайни-
ков в нашей стране значительно увеличился, и это неслучайно. Уже сейчас коллективом
отечественных специалистов составлен сводный список видов лишайников нашей стра-
ны, который послужит основой для создания многотомной «Флоры лишайников России».
Естественно, всё это невозможно без проведения дальнейших работ по выявлению лихе-
нобиот как отдельных регионов, так и более ограниченных территорий.

Система федеральных особо охраняемых территорий России (ООПТ) – одна из наи-
более уникальных в мире и включает 101 заповедник и 40 национальных парков общей
площадью 33,8 и 7,74 млн. га соответственно [1]. Решением Совета Министров РСФСР
22 сентября 1986 года организован Национальный парк «Приэльбрусье» (НПП), охва-
тывающий территорию верховий рек Малки и Баксана общей площадью 101,2 тыс. га,
являющейся частью системы ООПТ РФ.

Основными задачами охраняемых территорий являются сохранение эталонных экоси-
стем и поддержание высокого уровня биотического разнообразия данной природной тер-
ритории, масштабное и всестороннее изучение видов, разработка научных основ охраны
и воспроизводства.

Исследования разнообразия лишайников Кавказа имеют достаточно давнюю исто-
рию. Начало изучения лихенофлоры Северного Кавказа и Предкавказья нужно отнести
к 1885 г., когда венгерский профессор Г. Лойка провел отдельные сборы в Кабардино-
Балкарии и Северной Осетии [2].

Целенаправленное изучение лихенофлоры Кабардино-Балкарии было положено рабо-
тами Н. Л. Цепковой, С. Б. Криворотова, С. Х. Шхагапсоева и Т. Л. Слонова [3]–[6].

В последние годы для Центрального Кавказа, в пределах Кабардино-Балкарской Рес-
публики, были опубликованы лишь единичные работы, содержащие сведения о новых
флористических находках [7]–[14].

Старовозрастные леса в Приэльбрусье стали редкостью и представляют собой одну из
наиболее исчезающих экотонов обитания, которая крайне важна для сохранения разно-
образия лишайников [15]. В этой связи инвентаризация лишайников на территории На-
ционального парка «Приэльбрусье» позволяет познакомиться с близкой к естественной
минимально модифицированной лихенофлорой, что важно для организации их охраны.

Материалы и методы. Для написания этой работы были использованы сборы ли-
шайников, собранные в маршрутных экспедициях и на стационарах из разных мест ис-
следуемой территории в период с 2013 по 2024 гг.

Одновременно с работой в гербариях Института экологии горных территорий РАН
(TIEMT), Ботанического института РАН (г. Санкт-Петербург, LE), Санкт-Петербургского
госуниверситета и Кабардино-Балкарского госуниверситета (KBNG) были проанализи-
рованы и обобщены известные на сегодняшний день публикации, содержащие сведения
о лишайниках Кабардино-Балкарии. Сбор и хранение образцов проведены согласно об-
щепринятой методике [16]. Номенклатура таксонов дана преимущественно согласно [17].

Природно-климатические особенности национального парка описаны в работах [18],
[19]. Рассматриваемая территория относится к восточно-северокавказскому (полупустын-
ному) типу поясности, сформированному под влиянием полупустынной широтной зоны
[18]. Восточно-северокавказский тип поясности резко отличается от западно-северокав-
казского общей ксерофитизацией ландшафтов, сужением пояса лесов, выпадением тем-
нохвойных лесов и смещением верхних границ всех поясов. Своеобразие эльбрусского
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варианта состоит в отсутствии выраженного пояса лесов. Лесостепь и пояс широколист-
венных лесов замещаются луговой степью (400–500 до 700–800 м) и остепненными лугами
(от 600–700 до 1500 м).

Результаты исследования.
Всего нами было выявлено 386 видов лишайников, относящихся к разным системати-

ческим и экологическим группам, реестр которых приводим ниже в алфавитном порядке.

Лихенофлора национального государственного парка «Приэльбрусье»
1. Acarospora heufleriana Körb.
2. Acrocordia gemmata (Ach.) A. Massal.
3. Agonimia allobata (Stizenb.) P. James
4. A. tristicula (Nyl.) Zahlbr.
5. Allantoparmelia alpicola (Th.Fr.) Essl.
6. Alectoria sarmentosa (Ach.) Ach.
7. Alyxoria varia (Pers.) Ertz & Tehler
8. Anaptychia ciliaris (L.) Körb. ex A.Massal.
9. A. crinalis (Schleicher) Vězda
10. Arctoparmelia centrifuga (L.) Hale
11. Arthonia didyma Körb.
12. A. vinosa Leight.
13. Athallia cerinella (Nyl.) Arup, Frödén & Søchting
14. A. pyracea (Ach.) Arup, Frödén & Søchting
15. Bacidia friesiana (Hepp) Körb.
16. B. igniarii (Nyl.) Oxner
17. B. laurocerasi (Delise ex Duby) Zahlbr.
18. B. rosella (Pers.) De Not.
19. Bacidina chloroticula (Nyl.) Vězda & Poelt
20. B. delicata (Larbal. ex Leight.) V. Wirth & Vězda
21. B. mendax Czarnota & Guz.-Krzem.
22. B. rubella (Hoffm.) A.Massal.
23. Baeomyces rufus (Huds.) Rebent.
24. Bellicidia incompta (Borrer) Kistenich et al.
25. Biatora aegrefaciens Printzen
26. B. albidula Willey
27. B. amylacea
28. B. beckhausii (Körb.) Tuck.
29. B. efflorescens (Hedl.) Räsänen
30. B. helvola Körb. ex Hellb.
31. B. longispora (Degel.) Lendemer & Printzen
32. B. pontica Printzen & Tønsberg
33. B. vernalis (L.) Fr.
34. B. veteranorum Coppins & Sérus
35. Biatoridium monasteriense J. Lahm ex Körb.
36. Bilimbia sabuletorum (Schreb.) Arnold
37. Blastenia ammiospila (Wahlenb. ex Ach.) Arup et al.
38. B. herbidella (Hue) Serv́ıt
39. B. hungarica (H. Magn.) Arup et al.
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40. Bryoria fuscescens (Gyeln.) Brodo & D.Hawksw.
41. B. implexa (Hoffm.) Brodo & D.Hawksw.
42. B. kockiana Velmala, Myllys & Goward
43. Bryostigma muscigenum (Th. Fr.) Frisch & G. Thor
44. Buellia alboatra (Hoffm.) Th.Fr.
45. B. iberica Giralt
46. Calicium abietinum Pers.
47. C. glaucellum Ach.
48. C. lenticulare Ach.
49. C. pinastri Tibell
50. Calogaya saxicola (Hoffm.) Vondrák
51. Caloplaca cerina (Hedw.) Th. Fr.
52. C. obscurella (J. Lahm ex Körb.) Th. Fr.
53. C. rubelliana (Ach.) Lojka
54. C. turkuensis (Vain.) Zahlbr.
55. Candelaria concolor (Dicks.) Arnold
56. Candelariella aurella (Hoffm.) Zahlbr.
57. C. coralliza (Nyl.) H. Magn.
58. C. efflorescens R.C. Harris et W.R. Buck
59. C. reflexa (Nyl.) Lettau
60. C. vitellina (Hoffm.) Müll. Arg.
61. C. xanthostigma (Ach.) Lettau
62. C. xanthostigmoides (Müll. Arg.) R.W. Rogers
63. Catillaria baliola (Nyl.) Orange
64. Catinaria neuschildii (Körb.) P. James
65. Cetraria aculeata (Schreb.) Fr.
66. C. ericetorum Opiz subsp. ericetorum
67. C. islandica (L.) Ach.
68. C. muricata (Ach.) Roum.
69. C. nigricans Nyl.
70. C. sepincola (Ehrh.) Ach.
71. Cetrelia chicitae (W. L. Culb.) W.L. Culb. & C.F. Culb.
72. C. olivetorum (Nyl.) W.L. Culb. & C.F. Culb.
73. Chaenotheca furfuracea (L.) Tibell
74. Chrysothrix candelaris (L.) Laundon
75. Cladonia amaurocraea (Flörke) Schaer.
76. C. arbuscula (Wallr.) Flot.
77. C. botrytes (K. G. Hagen) Willd.
78. C. cariosa (Lilj.) Spreng.
79. C. carneola (Fr.) Fr.
80. C. cenotea (Ach.) Schaer.
81. C. cervicornis (Ach.) Flot.
82. C. chlorophaea (Flörke ex Sommerf.) Spreng.
83. C. coccifera (L.) Willd
84. C. coniocraea (Flörke) Spreng.
85. C. cornuta (L.) Hoffm.
86. C. crispata (Ach.) Flot.
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87. C. cryptochlorophaea Asahina
88. C. cyathomorpha Walt. Watson
89. C. deformis (L.) Hoffm.
90. C. fimbriata (L.) Fr.
91. C. floerkeana (Fr.) Flörke
92. C. foliacea (Huds.) Willd.
93. C. furcata (Huds.) Schrad.
94. C. glauca Flörke
95. C. gracilis (L.) Willd.
96. C. grayi G. Merr. ex Sandst.
97. C. macilenta Hoffm.
98. C. macrophylla (Schaer.) Stenh.
99. C. mitis Sandst.
100. C. parasitica (Hoffm.) Hoffm.
101. C. phyllophora Hoffm.
102. C. pleurota (Flörke) Schaer.
103. C. pocillum (Ach.) Grognot
104. C. polydactyla (Flörke) Spreng.
105. C. pyxidata (L.) Hoffm.
106. C. ramulosa (With.) J. R. Laundon
107. C. rangiferina (L.) Weber.
108. C. rangiformis Hoffm.
109. C. rei Schaer.
110. C. squamosa Hoffm.
111. C. stellaris (Opiz) Pouzar & Vězda
112. C. subulata (L.) F.H. Wigg.
113. C. symphycarpia (Flörke) Fr.
114. Coenogonium pineti (Ach.) Lücking & Lumbsch
115. Collema flaccidum (Ach.) Ach.
116. C. nigrescens (Huds.) DC.
117. C. subflaccidum Degel.
118. Cornicularia normoerica (Gunnerus) Du Rietz
119. Cryptodiscus foveolaris (Rehm) Rehm
120. C. tabularum Kirschst.
121. Dermatocarpon luridum (With.) J.R. Laundon
122. D. miniatum (L.) W. Mann.
123. D. vellereum Zschacke
124. Dimelaena oreina (Ach.) Norman
125. Diploschistes muscorum (Scop.) R. Sant.
126. Enchylium polycarpon (Hoffm.) Otálora et al.
127. Evernia divaricata (L.) Ach.
128. E. mesomorpha Nyl.
129. E. prunastri (L.) Ach.
130. Flavoparmelia caperata (L.) Hale
131. F. soredians (Nyl.) Hale
132. Fuscidea arboricola Coppins & Tønsberg
133. F. pusilla Tønsberg
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134. Fuscopannaria leucosticta (Tuck. ex E. Michener) P.M. Jørg.
135. F. praetermissa (Nyl.) P.M. Jørg.
136. Gabura fascicularis (L.) P.M. Jørg.
137. Gallowayella fulva (Hoffm.) S.Y. Kondr. et al.
138. Glaucomaria carpinea (L.) S.Y. Kondr., Lőkös & Farkas
139. Gowardia nigricans (Ach.) Halonen et al.
140. Gyalecta fagicola (Arnold) Kremp.
141. G. herculina (Rehm) Baloch, Lumbsch & Wedin
142. Heterodermia speciosa (Wulfen) Trevis.
143. Hypogymnia austerodes (Nyl.) Räsänen
144. H. bitteri (Lynge) Ahti
145. H. farinacea Zopf
146. H. incurvoides Rass.
147. H. physodes (L.) Nyl.
148. H. tubulosa (Schaer.) Hav.
149. H. vittata (Ach.) Parrique
150. Hypotrachyna revoluta (Flörke) Hale
151. Icmadophila ericetorum (L.) Zahlbr.
152. Japewia subaurifera Muhr & Tønsberg
153. J. tornoensis (Nyl.) Tønsberg
154. Lasallia pensylvanica (Hoffm.) Llano
155. L. pustulata (L.) Mérat
156. Lathagrium auriforme (With.) Otálora et al.
157. L. cristatum (L.) Otálora, P.M. Jørg. & Wedin
158. L. fuscovirens (With.) Otálora, P.M. Jørg. & Wedin
159. L. undulatum (Laurer ex Flot.) Poetsch
160. Lecania turicensis (Hepp) Müll. Arg.
161. Lecanora allophana (Ach.) Nyl.
162. L. campestris (Schaer.) Hue
163. L. chlarotera Nyl.
164. L. pulicaris (Pers.) Ach.
165. L. symmicta (Ach.) Ach.
166. Lecidea lapicida (Ach.) Ach.
167. Lecidella stigmatea (Ach.) Hertel et Leuckert
168. Lendemeriella nivalis (Körb.) S.Y. Kondr.
169. Lepra albescens (Huds.) Hafellner
170. L. caucasica (Erichsen) Hafellner
171. L. ocellata (Körb.) Hafellner
172. L. schaereri (Hafellner) Hafellner
173. Lepraria diffusa var. diffusa (J.R. Laundon) Kukwa
174. L. lobificans Nyl.
175. Leptogium burnetiae C. W. Dodge
176. L. cyanescens (Ach.) Körb.
177. L. saturninum (Dicks.) Nyl.
178. Letharia vulpina (L.) Hue
179. Lichenomphalia umbellifera (L.) Redhead et al.
180. Lobaria pulmonaria (L.) Hoffm.
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181. Lobarina scrobiculata (Scop.) Nyl. ex Cromb.
182. Loxospora elatina (Ach.) A. Massal.
183. Marchantiana asserigena (J. Lahm) Søchting & Arup
184. Megaspora verrucosa (Ach.) Arcadia
185. Melanelia hepatizon (Ach.) A.Thell
186. M. stygia (L.) Essl.
187. Melanelixia albertana (Ahti) O. Blanco et al.
188. M. glabra (Schaer.) O.Blanco et al.
189. M. glabratula (Lamy) Sandler & Arup
190. M. subargentifera (Nyl.) O. Blanco et al.
191. M. subaurifera (Nyl.) O. Blanco et al.
192. Melanohalea exasperata (De Not.) O. Blanco et al.
193. M. exasperatula (Nyl.) O. Blanco et al.
194. M. olivacea (L.) O. Blanco et al.
195. Menegazzia terebrata (Hoffm.) A. Massal.
196. Montanelia tominii (Oxner) Divakar et al.
197. Nephroma helveticum Ach.
198. N. isidiosum (Nyl.) Gyeln.
199. N. parile (Ach.) Ach.
200. N. resupinatum (L.) Ach.
201. Nephromopsis chlorophylla (Willd.) Divakar et al.
202. N. cucullata (Bellardi) Divakar et al.
203. N. nivalis (L.) Divakar, A.Crespo & Lumbsch
204. Ochrolechia upsaliensis (L.) A. Massal.
205. Omphalodina chrysoleuca (Sm.) S.Y. Kondr. et al.
206. Pannaria conoplea (Ach.) Bory
207. Parmelia saxatilis (L.) Ach.
208. P. submontana Nádv. ex Hale
209. P. sulcata Taylor
210. Parmelina carporrhizans (Taylor) Poelt & Vězda
211. P. quercina (Willd.) Hale
212. Parmeliopsis hyperopta (Ach.) Arnold
213. Parmotrema reticulatum (Taylor) M. Choisy
214. P. tinctorum (Despr. ex Nyl.) Hale
215. Peltigera aphthosa (L.) Willd.
216. P. canina (L.) Willd.
217. P. collina (Ach.) Schrad.
218. P. didactyla (With.) J.R. Laundon
219. P. elisabethae Gyeln.
220. P. horizontalis (Huds.) Baumg.
221. P. lepidophora (Vain.) Bitter
222. P. leucophlebia (Nyl.) Gyeln.
223. P. malacea (Ach.) Funck
224. P. membranacea (Ach.) Nyl.
225. P. neckeri Hepp ex Müll. Arg.
226. P. neocanina
227. P. polydactylon (Neck.) Hoffm.
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228. P. ponojensis Gyeln.
229. P. praetextata (Flörke ex Sommerf.) Zopf
230. P. rufescens (Weiss) Humb.
231. P. scabrosa Th. Fr.
232. P. venosa (L.) Hoffm.
233. Pertusaria amara (Ach.) Nyl.
234. P. chiodectonoides Bagl. ex A. Massal.
235. P. coccodes (Ach.) Nyl.
236. P. pertusa (L.) Tuck.
237. Phaeophyscia cernohorskyi (Nádv.) Essl.
238. P. ciliata (Hoffm.) Moberg
239. P. hirsuta (Mereschk.) Essl.
240. P. kairamoi (Vain.) Moberg
241. P. nigricans (Flörke) Moberg
242. Phaeorrhiza nimbosa (Fr.) H. Mayrhofer & Poelt
243. Physcia adscendens (Fr.) H.Olivier
244. P. aipolia (Ehrh. ex Humb.) Fürnr.
245. P. albinea (Ach.) Nyl.
246. P. caesia (Hoffm.) Fürnr.
247. P. dimidiata (Arnold) Nyl.
248. P. phaea (Tuck. ex E.Michener) J.W. Thomson
249. P. tenella (Scop.) DC.
250. Physciella chloantha (Ach.) Essl.
251. Physconia detersa (Nyl.) Poelt
252. P. distorta (With.) J.R. Laundon
253. P. perisidiosa (Erichsen) Moberg
254. Placynthium nigrum (Huds.) Gray
255. Platismatia glauca (L.) W.L. Culb. & C.F. Culb.
256. Pleopsidium chlorophanum (Wahlenb.) Zopf
257. Poeltonia grisea (Lam.) S.Y. Kondr., Lőkös & Hur
258. Polyblastidium subneglectum (Elix) Kalb
259. Polycauliona candelaria (L.) Frödén, Arup & Søchting
260. P. polycarpa (Hoffm.) Frödén, Arup & Søchting
261. Porpidia crustulata (Ach.) Hertel & Knoph
262. Protoblastenia rupestris (Scop.) J. Steiner
263. Protopannaria pezizoides (Weber) P.M. Jørg. & S. Ekman
264. Protoparmelia badia (Hoffm.) Hafellner
265. P. oleagina (Harm.) Coppins
266. Protoparmeliopsis muralis (Schreb.) M. Choisy
267. P. peltata (Ramond) Arup, Zhao Xin & Lumbsch
268. Pseudevernia furfuracea (L.) Zopf
269. Psora decipiens (Hedw.) Hoffm.
270. Punctelia jeckeri (Roum.) Kalb
271. P. subrudecta (Nyl.) Krog
272. Puttea exsequens (Nyl.) Printzen & Davydov
273. Pycnora xanthococca (Sommerf.) Hafellner
274. Pycnothelia papillaria Dufour
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275. Pyrenodesmia variabilis (Pers.) A. Massal.
276. Pyrrhospora quernea (Dicks.) Körb.
277. Ramalina calicaris (L.) Röhl.
278. R. europaea Gasparyan, Sipman & Lücking
279. R. farinacea (L.) Ach.
280. R. fastigiata (Pers.) Ach.
281. R. fraxinea (L.) Ach.
282. R. obtusata (Arnold) Bitter
283. R. panizzei De Not.
284. R. pollinaria (Westr.) Ach.
285. R. polymorpha (Lilj.) Ach.
286. R. sinensis Jatta
287. R. subgeniculata Nyl.
288. R. thrausta (Ach.) Nyl.
289. Ramboldia elabens (Fr.) Kantvilas & Elix
290. Rhizocarpon copelandii (Körb.) Th. Fr.
291. R. distinctum Th. Fr.
292. R. eupetraeum (Nyl.) Arnold
293. R. geographicum (L.) DC.
294. R. grande (Flörke ex Flot.) Arnold
295. R. petraeum (Wulfen) A. Massal.
296. Rhizoplaca melanophthalma (DC.) Leuckert & Poelt
297. Ricasolia amplissima (Scop.) De Not.
298. Rinodina albana (A. Massal.) A. Massal.
299. R. archaea (Ach.) Arnold
300. R. bischoffii (Hepp) A. Massal.
301. R. cinereovirens (Vain.) Vain.
302. R. excrescens Vain.
303. R. exigua (Ach.) Gray
304. R. griseosoralifera Coppins
305. R. oleae Bagl.
306. R. pyrina (Ach.) Arnold
307. R. septentrionalis Malme
308. R. sheardii Tønsberg
309. Romjularia lurida (Ach.) Timdal
310. Sarcogyne clavus (DC.) Kremp.
311. S. hypophaea (Nyl.) Arnold
312. S. privigna (Ach.) A. Massal.
313. Scutula circumspecta (Vain.) Kistenich et al.
314. Scytinium pulvinatum (Hoffm.) Otálora, P.M. Jørg. & Wedin
315. S. subtile (Schrad.) Otálora, P.M. Jørg. & Wedin
316. S. tenuissimum (Dicks.) Otálora, P.M. Jørg. & Wedin
317. S. teretiusculum (Wallr.) Otálora, P.M. Jørg. & Wedin
318. Silobia rufescens (Ach.) M.Westb. & Wedin
319. Solorina crocea (L.) Ach.
320. S. saccata (L.) Ach.
321. Staurothele frustulenta Vain.
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322. Steinia geophana (Nyl.) Stein
323. Stereocaulon alpinum Laurer
324. S. dactylophyllum Flörke
325. S. paschale (L.) Hoffm.
326. S. tomentosum Fr.
327. Sticta sylvatica (Huds.) Ach.
328. Swinscowia stigmatella (Ach.) S.H. Jiang, Lücking & Sérus.
329. Tephromela atra (Huds.) Hafellner
330. Tetramelas triphragmioides (Anzi) A. Nordin & Tibell
331. Thamnolia vermicularis (Sw.) Schaer.
332. Thelenella muscorum (Fr.) Vain.
333. T. pertusariella (Nyl.) Vain.
334. Thelocarpon impressellum Nyl.
335. T. laureri (Flot.) Nyl.
336. Thelopsis rubella Nyl.
337. Toninia candida (Weber) Th. Fr.
338. T. populorum (A. Massal.) Kistenich et al.
339. T. squalida (Ach.) A. Massal.
340. Trapejamesia corticola (Coppins & P. James) S.Y. Kondr.
341. Trapeliopsis pseudogranulosa Coppins & P. James
342. Umbilicaria crustulosa (Ach.) Lamy
343. U. cylindrica (L.) Delise
344. U. decussata (Vill.) Zahlbr.
345. U. deusta (L.) Baumg.
346. U. hirsuta (Sw. ex Westr.) Ach.
347. U. hyperborea (Ach.) Hoffm.
348. U. polyphylla (L.) Baumg.
349. U. torrefacta (Lightf.) Schrad.
350. U. vellea (L.) Michx.
351. U. virginis Schaer.
352. Usnea articulata (L.) Hoffm.
353. U. barbata (L.) Weber ex F.H. Wigg
354. U. cavernosa Tuck.
355. U. cornuta Körb.
356. U. dasopoga (Ach.) Nyl.
357. U. florida (L.) F.H. Wigg.
358. U. fulvoreagens (Räsänen) Räsänen
359. U. glabrescens (Nyl. ex Vain.) Vain.
360. U. hirta (L.) F.H. Wigg.
361. U. subfloridana Stirt.
362. U. viktoriana P. Clerc & Otte
363. Vahliella leucophaea (Vahl) P.M. Jørg.
364. V. saubinetii (Mont.) P.M. Jørg.
365. Varicellaria hemisphaerica (Flörke) Schmitt & Lumbsch
366. V. lactea (L.) Schmitt & Lumbsch
367. Variospora aurantia (Pers.) Arup, Frödén et Søchting
368. Verrucaria muralis Ach.
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369. V. nigrescens Pers.
370. Vezdaea retigera Poelt & Döbbeler
371. Violella fucata (Stirt.) T. Sprib.
372. Vulpicida pinastri (Scop.) J.-E. Mattsson & M.J. Lai
373. Xanthomendoza huculica (S.Y. Kondr.) Diederich
374. X. ulophyllodes (Räsänen) Søchting, Kärnefelt & S.Y. Kondr.
375. Xanthoparmelia conspersa (Ehrh. ex Ach.) Hale
376. X. delisei (Duby) O. Blanco et al.
377. X. pulla (Ach.) O. Blanco et al.
378. X. stenophylla (Ach.) Ahti & D. Hawksw.
379. X. tinctina (Maheu & A. Gillet) Hale
380. X. verruculifera (Nyl.) O. Blanco et al.
381. Xanthoria elegans (Link) Th. Fr.
382. X. parietina (L.) Th. Fr.
383. X. ulophyllodes Räsänen
384. Xyleborus sporodochifer R.C. Harris & Ladd.
385. Xylographa trunciseda (Th. Fr.) Minks ex Redinger
386. Xylopsora friesii (Ach.) Bendiksby & Timdal

Виды, обнаруженные на территории национального парка, относятся к пяти классам –
Candelariomycetes, Coniocybomycetes, Euromycetes, Dothideomycetes и Lecanoromycetes. По-
давляющее большинство видов, обнаруженных в районе исследований, относится к классу
Lecanoromycetes (232 видов, 94,7 %). Лишайники НПП относятся к 14 порядкам, 27 семей-
ствам, 142 родам. Наибольшим разнообразием отличаются порядки Lecanorales (53 рода,
37,4 %), Peltigerales, Teloschistales и Caliciales (по 10 родов, 7,0 %).

Лишайники, как и другие организмы, занимают определенную экологическую нишу,
определенные местообитания. Установлено, что на распространение лишайников оказы-
вают влияние климатические условия, субстрат и антропогенный фактор [20]–[22].

По отношению к субстрату изученные виды лишайников на НПП нами разделены на
пять эколого-субстратных групп: 1 – эпифитные, произрастающие на коре живых дере-
вьев (184 вида или 47,7 % от общего числа видов); 2 – эпилитные, обитающие на ка-
менистом субстрате (91 видов или 23,6 %); 3 – эпигейные, или напочвенные (67 видов
или 17,3 %); 4 – эпиксильные, обитающие на гниющей древесине (38 видов или 9,8 %);
5 – эпибриофитные, обитающие на мхах (6 видов или 1,6 %).

Анализ изученных видов лишайников на территории национального парка «Приэль-
брусье» показывает, что среди жизненных форм преобладают накипные – 154 вида или
39,9 % от общего числа видов, далее идут листоватые – 116 видов или 30,1 %, кустистые
лишайники – 89 видов, или 23,1 %, умбиликатных – 18 видов, или 4,6 %. Чешуйчатых
лишайников – 9 видов или 2,3 %.

Красная книга – это официальный документ, содержащий свод сведений о редких
и находящихся под угрозой исчезновения видах (подвидах, популяциях) диких животных,
дикорастущих растений и грибов, а также некоторых подвидов и локальных популяций.
Правовую основу формирования и ведения ККРФ и Красных книг субъектов Российской
Федерации составляют Закон Российской Федерации «Об охране окружающей природной
среды» от 19 декабря 1991 года и Федеральный закон «О животном мире» от 5 мая
1995 года [23].
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Первое издание КК КБР вышло в 2000 году и включал 138 видов животных (в том
числе 26 млекопитающих, 53 – птиц, 14 – рыб, 3 – пресмыкающихся, 3 – земноводных,
39 – насекомых), 100 видов растений, и 5 видов лишайников и грибов [24]. В 2018 го-
ду вышло второе издание Красной книги Кабардино-Балкарской Республики тиражом
800 экземпляров, которое включает сведения о 372 видах [25]. Из 28 видов лишайников,
включенных в КК КБР, 18 встречаются на территории НПП. Ниже приводятся часть
краснокнижных лишайников, встречающихся на территории национального парка.

Стикта лесная – один из редких на территории Кабардино-Балкарии листоватых ли-
шайников (рис. 1). Этот горно-субокеанический, неморально-тропичекий вид, приурочен
к слабонарушенным и не рубленым лесам, предпочитая влажные и наиболее затененные
места. В Красной книге КБР виду присвоена II категория редкости – сокращающийся
в численности вид, находящийся в опасном состоянии вследствие сокращения численно-
сти и площади обитания [25].

Рис. 1. Sticta sylvatica (L.) Willd. – Cтикта лесная
Fig. 1. Sticta sylvatica (L.) Willd.

Уснея цветущая – эпифитный кустистый лишайник, занесенный в Красные книги РФ
и КБР, растет на стволах и ветвях берёзы, пихты, сосны в горных берёзовых и других
хвойно-широколиственных лесах в пределах горного нижнего пояса в горных районах
Кабардино-Балкарии (рис. 2). Тяготеет к первичным лесам, где растет на высокобони-
тетных деревьях. Предпочитает местообитания с повышенной относительной влажностью
воздуха. Вид чрезвычайно чувствителен к загрязнению воздуха. Лимитирующими фак-
торами являются: высокий уровень загрязнения среды двуокисью серы, высокая сухость
местообитаний и вырубка первичных горных лесов, заготовка видов рода уснея в качестве
сырья для фармацевтической промышленности.
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Рис. 2. Usnea florida (L.) F.H. Wigg. – Уснея цветущая
Fig. 2. Usnea florida (L.) F.H. Wigg.

Лобария лёгочная, редкий вид листоватых эпифитных лишайников семейства Лобарие-
вые, занесенный в Красные книги РФ и КБР (рис. 3). Лишайник обладает противоязвен-
ным и противовоспалительным действием. Улучшает аппетит, применяется при лечении
дыхательных путей, дерматитов, а также для остановки кровотечений. Из-за большого
перечня лечебных свойств и общей чувствительности к загрязнению окружающей среды
популяция лобарии лёгочной постоянно сокращается.

Рис. 3. Lobaria pulmonaria (L.) Hoffm. – Лобария легочная
Fig. 3. Lobaria pulmonaria (L.) Hoffm.
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Рамалина китайская – эпифитный кустистый лишайник. Встречается в березовых
и сосновых лесах в среднем горном поясе до субальпийского пояса (1400–2000 м над у. м.).
Произрастает на стволах и ветвях лиственных деревьев (береза, осина), реже на гнию-
щей древесине (рис. 4). Основными факторами, ведущими к исчезновению этого вида,
является загрязнение воздуха и вырубка лесов.

Рис. 4. Ramalina sinensis Jatta – Рамалина китайская
Fig. 4. Ramalina sinensis Jatta

Заключение. Лихенофлора рассматриваемого района разнородна по составу и харак-
теризуется значительным богатством. Она включает 386 видов, относящиеся к 142 родам
и 27 семействам. Проведенные исследования показали, что среди эколого-субстратных
групп резко преобладают эпифиты – 184 видов лишайников, далее идут эпилиты и эпиге-
иды – 91 и 67 видов соответсвенно. Некоторые виды испытывают сильный антропогенный
прессинг, что привело к резкому сокращению численности популяции на исследуемой
территории, в числе которых, лобария легочная, уснея цветущая, стикта лесная и др.,
которые уже являются краснокнижными видами РФ и КБР.

Благодарности. Авторы выражают искреннюю благодарность директору ИЭГТ РАН,
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a Déchy collecti. Természetrajzi Füzetek. 1899. Vol. 22. Pp. 269–343.

3. Tsepkova N. L., Beslaneeva О. H. Toward the perspective of lichen studies in the Elbrus region.
Proceedings of High Mountain Institute. 1987. Leningrad: Vol. 68. P.123-127.

4. Krivorotov S. B., Shkhagapsoev S. H. To the study of lichenoflora of the Kabardino-Balkar high-
mountain reserve. Bulletin. GBS. 1993. Vyp. 167. Pp. 142–148.

ECOLOGY



128 Доклады АМАН. 2024. T. 24, No 4

5. Krivirotov S. B., Shkhagapsoev S. Kh. New for the North Caucasus lichen species from the
Kabardino-Balkar High Mountain Reserve. Materials of the scientific-practical conference devoted
to the 100th anniversary of I. S. Kosenko “Introduction and acclimatization of trees and shrubs in
the south of Russia”. Krasnodar, 1996. Pp. 57–62.

6. Shkhagapsoev S. Kh., Slonov T. L., Krivorotov S. B. Lichens of the Kabardino-Balkar State
Reserve. Reports of the Adyghe (Circassian) International Academy of Sciences. 1996. Vol. 2,
No. 1. P. 96.

7. Slonov T. L. Lichens of Kabardino-Balkaria and their analysis: candidate of Biological Sciences
dissertation. Кrasnodar, 1999. 220 p.

8. Khanov Z. М. Studies of lichen diversity of protected areas in the KBR: achievements
and prospects. Sustainable development: problems, concepts, models. Nalchik, 2013. Vol. 2.
Pp. 281–284.

9. Khanov Z. М. The characteristic of epiphytic lichenoflora of protected areas of the Central
Caucasus. Proceedings of the Ufa Scientific Center of the Russian Academy of Sciences. 2016.
No. 3. Pp. 53–58.

10. Khanov Z. М., Stepanchikova I. S. Finding of Lepraria diffusa (J.R. Laundon) Kukwa in the
Caucasus. Proceedings of the Samara Scientific Center of the Russian Academy of Sciences. 2015.
Vol. 17, No. 4–2. Pp. 424–427.

11. Khanov Z. М., Urbanavichus G. P., Urbanavichene I. N. Additions to the lichenoflora of
the Kabardino-Balkaria and the Central Caucasus. Botanical Journal. 2018. Vol. 103, No. 1.
Pp. 116–122. DOI: 10.1134/S0006813618010064

12. Khanov Z. М., Urbanavichus G. P., Urbanavichene I. N. New species for lichenoflora of the
Kabardino-Balkaria (Central Caucasus). Botanical Journal. 2019. Vol. 104, No. 5. Pp. 803–810.
DOI: 10.1134/S0006813619050077

13. Urbanavichus G. P., Urbanavichene I. N., Vondrák J., Ismailov А. B., Khanov Z. М. Results
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УДК 811.352.3
DOI: 10.47928/1726-9946-2024-24-4-130-140
EDN: AVRJSE ЩIэныгъэ тхыгъэ

Адыгэбзэм и лэжьыгъэцIэ икIи езыгъапщэ фразеологие
занэхэм я лексикэ-грамматикэ нэщэнэгъэлъагъуэ

Б. Ч. БищIо
Гуманитар къэхутэныгъэхэмкIэ институт, Налшык, Урысей

bizhoev1952@mail.ru

Зытеухуар кIэщIу. Тхыгъэр теухуащ адыгэбзэм нэхъ убгъуауэ, нэхъ куэду хэт, лэжьы-
гъэцIэкIэ езыгъапщэ псалъафэкIэ зэджэ фразеологие (псалъафэ) лIэужьыгъуитIыр зэпкъ-
рыхыным. Зи цIэ къитIуа гупитIыр къыщIыхэтхам щхьэусыгъуэ иIэщ – ди бзэм фразеоло-
гие къулеигъэу иIэу хъуар къатщтэмэ, абыхэм Iыхьэшхуэ дыдэ щаубыд, абы къимыдэкIэ
мы лIэужьыгъуэхэм нэщэнэ гъэщIэгъуэнхэр яIэщ ахэр зэрызэхэт псалъэхэр зыхуэдэхэм-
кIи, грамматикэ илъэныкъуэкIэ ядэплъагъу щхьэхуэныгъэхэмкIи.
Фразеологием ехьэлIа сыт хуэдэ Iуэхугъуэ къомыщтэми, адыгэ бзэщIэныгъэм и дежкIэ
мыхьэнэшхуэ иIэщ, сыту жыпIэмэ псалъафэхэм ятеухуа унэтIыныгъэр нэхъ зызмыужьа-
хэм ящыщщ. Дэ къалэн зыщытщIыжащ къэхутэныгъэ дунейм къытехьахэм, абыхэм ды-
дейхэри яхэту, я фIыгъэкIэ нэхъ къыхэбелджылыкIа, нэхъ нэIурыт хъуа категоритIым
ятеухуауэ нобэкIэ дызыщыгъуазэхэм адэкIи зедгъэубгъуну, хэдгъэхъуэну. Категорэхэр
къыщыхэдгъэкIым Iуэхур тетщIыхьащ логикэм тещIыхьа, нэхъ ущызмыгъэуэну къэтлъы-
тэ позицэм – абы ипкъ иткIэ фразеологие занэхэр хохьэ ар и лексикэ-мыхьэнэкIэ, морфо-
логие, синтаксис нэщэнэхэмкIэ зыпэхъум, нэгъуэщIу жытIэмэ, сыт хуэдэ псалъэ лъэпкъы-
гъуэм ещхьми. Апхуэдэу убгъэдыхьэмэ, лэжьыгъэцIэ ФЗ-хэм я пIэ ибгъэувэ мэхъу лэжьы-
гъэцIэ псалъэхэр. Езыгъапщэ псалъафэхэм я гугъу тщIымэ, зэрыхабзэу, абыхэм ягъэзащIэ
плъыфэцIэм и къалэныр. Тхыгъэр IыхьитIу гуэшащ, дызытепсэлъыхь ФЗ категорэхэм
я зырызу. Мы псалъафэ лIэужьыгъуэхэм я нэщэнэхэр зэхэдгъэкIын папщIэ инэхъыбапIэм
къэдгъэсэбэпащ зэгъэпщэныгъэ-зэпэгъэувыныгъэ Iэмалыр. Щапхъэ къэтхьахэр къыхэт-
хащ IуэрыIуатэм, апхуэдэу псалъафэхэмкIэ зи бзэр къулей адыгэ тхакIуэхэм я тхыгъэхэм.
ЕдгъэкIуэкIа зэпкърыхыныгъэм къигъэлъэгъуащ, япэрауэ, фразеологизмхэр лъэныкъуэ
гуэрхэмкIэ псалъэ зэпха хуитхэмрэ псалъэ щхьэхуэхэмрэ ещхьми, абыхэм я зэхуакум зэпэ-
зыгъэщхьэхукI гъунапкъэ зэрыдэлъыр; етIуанэрауэ, наIуэ къэтщIащ занэ къедбжэкIахэр
пыухыкIауэ зэзышалIэ хьэл-щэнхэр.

Узыгъэгъуазэ псалъэхэр: лэжьыгъэцIэ мыхьэнэ, зэгъэпщэныгъэ зэпIэзэрыт, адыгэбзэ,
уасэгъэув, уасэхуэщI, плъыфэцIэ.

ТекIуадэ мылъкур къызыхэкIыр. Фондхэм емыпхауэ щIа тхыгъэ.

Дэуэгъу зэрыщымыIэмкIэ щыхьэтыгъэхэр. Тхыгъэр зэритхамкIэ икIи зэригъэхьэ-
зырамкIэ ныкъуэкъуэгъуи щыIэкъым, дэуэгъуи къэувакъым.

Тхыгъэр зейм хилъхьамрэ пщэдэкIыж щIихьымрэ. ЩIэныгъэ тхыгъэр тедзэным
щыхуэдгъэхьэзырым, ар зи Iэдакъэ къыщIэкIам и нэIэ тету делэжьащ, къыщIидза иужь-
рей текстымкIи арэзы хъуащ.

Цитатэ къызэрыпхьынур. БищIо Б. Ч. Адыгэбзэм и лэжьыгъэцIэ икIи езыгъапщэ фразеологие за-
нэхэм я лексикэ-грамматикэ нэщэнэгъэлъагъуэ // Доклады АМАН. 2024. Т. 24, No 4. С. 130–140.

DOI: https://doi.org/10.47928/ 1726-9946-2024-24-4-130-140; EDN: AVRJSE
© БищIо Б. Ч., 2024



Adyghe International Scientific Journal. 2024. Vol. 24, No. 4 131

PHILOLOGY

UDC 811.35 Original article

Lexical and grammatical characteristics of verbal and comparative
phraseological units of the Kabardino-Circassian language
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Abstract. The article is devoted to the analysis of the most numerous verbal and comparative
phraseological expressions in the Kabardino-Circassian language. These groups of PEs were
chosen not only because they constitute a significant group of phraseological richness of the
language, but also because of their vivid distinctive features both in terms of lexical composition
and grammatical behaviour.
Any problem concerning these or other aspects of phraseological phrases is topical for Adyghe
linguistics, because this direction remains one of the most studied so far. We have set ourselves
the task of giving a more extensive and comprehensive idea of its two categories, which, unlike
others, are more clearly defined in the existing publications on this subject, which include our
own. When defining the category of FEs, we proceed from the most reliable and logical position,
according to which an FE belongs to the one with which it is comparable in its lexico-semantic,
morphological and syntactic features, in other words, to which part of speech it corresponds.
This applies to verbal PEs, which can be replaced by individual verbs in speech. Comparative
PEs, as a rule, fulfil the function of adjectives. The article consists of two sections, in which the
mentioned FE categories are investigated accordingly. To identify the specifics of these varieties
of PEs, the comparative method was mainly used, documented samples of PEs used in folklore
texts and in the works of fiction by Kabardino-Circassian writers are given as illustrations. The
analysis made it possible, firstly, to clearly distinguish phraseological phrases from free word
combinations and individual words, and secondly, to demonstrate those aspects that bring them
closer to specific words.

Keywords: verb meaning, stable comparison, Kabardino-Circassian language, evaluative,
modality, adjective.
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Хэзыгъэгъуазэ. (Введение).
Псалъэ щхьэхуэхэмрэ морфемэхэмрэ нэмыщI бзэм хэтщ я зэхэлъыкIэкIэ нэхъ гу-

гъу бзэ къэгъэщIыгъэхэри, фразеологизмэкIэ е фразеологие занэкIэ еджэхэу. АдыгэбзэкIэ
абыхэм псалъафэкIэ уеджэ хъунущ. Мис апхуэдэ щапхъэхэр: зэрымыт Iэтищэ игъэувэн
«щIэгъэлъэн, зэрыщымыту гъэбэгъуауэ къэгъэлъэгъуэн», гум иубыдэн «зыщымыгъэгъ-
упщэн, пщIэжын», диным икIын «и хьэлым икIын; зыхуэмыубыдыж (п.п. къэгубжьауэ)
хъун», н.къ.

Фразеологие занэхэм (адэкIэ гъэкIэщIауэ ФЗ-уэ дотх) яхэлъ хьэл-щэнхэмрэ ядэплъа-
гъу нэщэнэхэмрэ нэIурыт пщIын папщIэ, ахэр къапыгъэщхьэхукIыпхъэщ псалъэ зэпхы-
гъэ хуитхэми, псалъэ щхьэхуэхэми [1, н. 8].

ФЗ-хэр псалъэ зэпхыгъэ хуитхэм нэхъыщхьэу зэремыщхьыр мыхэр, псалъэхэми хуэ-
дэу, кIуэрыкIуэм тету уэршэрым къыщымыхъуу, атIэ мыхьэнэ пыухыкIа зиIэ лингвистикэ
занэ хьэзыру къызэрагъэсэбэпырщ [2, н. 121]. А щытыкIэмкIэ ФЗ-р псалъэм пэгъунэгъущ,
ауэ псалъэ зэпхыгъэ хуитхэм къащхьэщокI.

Къапщтэмэ, адэкIи-мыдэкIи нэмысу «нэмыщIысауэ; мыухауэ, мыхьэнэншэу (зыгуэр
лэжьын, щIын)»; мыхьыр егъэхьын «егъэлеяуэ гугъу егъэхьын, и фэр техын»; бжьы-
нэм игъэпщын «бэлыхь егъэшэчын; шынагъэкIэ, удынкIэ фэм дэмыхуэ гуэр егъэщIэн»
псалъафэхэм хуэдэхэр кIуэрыкIуэм тету къагъэщIыркъым, унэм щIыхьэн, Iэнэ хъурей,
хъыджэбз дахэ псалъэ зэпхыгъэ хуитхэм ещхьу.

Щапхъэхэм къызэрагъэлъагъуэщи, псалъэ зэпхыгъэ хуитхэр бзэм и грамматикэ норм-
эхэм тету зэхагъэувэ, щызэпсалъэкIэ гупсысэ пыухыкIа гуэр къаIуэтэн папщIэ. Зэпхыгъэ
хуитхэм хохьэ зи щхьэ хущыт псалъэхэри, псалъэ Iэдэжхэри, абы щыгъуэми зи щхьэ
хущыт псалъэхэр псалъэухам пкъыгъуэ щхьэхуэу хоувэ. Псалъэ зэхэт хуитыр синтаксис
зэпхыгъэщ.

Синтаксис зэпхыгъэ хуитхэм емыщхьу, ФЗ-хэр жьабзэ екIуэкIыкIэм къыщагъэщIыр-
къым, атIэ гъэпсыкIэ мыхъейрэ (зы пIэм ит) мыхьэнэ пыухыкIарэ зиIэ занэ зэхэжыхьа
хьэзыру къытрагъэзэж, н.ж. псалъафэм и зэпIэзэрытыгъэм и лъабжьэщ ар быдэу пыу-
хыкIа псалъэ Iыхьэурэ зэрызэхэтыр, а Iыхьэхэм языхэз пхъуэжмэ, абы Iэмал имыIэу
къешэ псалъафэр зэрыщыту къапщтэмэ иIэ мыхьэнэр нэгъуэщI хъуныр.

Фразеологизмэхэр зыхуэпхь хъуну псалъэ лъэпкъыгъуэм елъытакIэ я нэщэнэгъэлъа-
гъуэр, адрей зэпкърыхыныгъэ аспектхэми хуэдэу, фразеологизмэхэр классификацэ зэ-
рыпщI хъу зы Iэмалщ [2, н. 120].

Фразеологиер псалъэ лъэпкъыгъуэ гуэрым щыхуэпхьым деж ар псалъэм хуэбгъэдэну
ухэтын хуейкъым. Зыщыгъэгъупщэн хуейкъым фразеологизмэмрэ псалъэмрэ бзэм
и къат зэхуэмыдэхэм я занэу зэрыщытыр. Апхуэдэу щыт пэтми, ахэр бзэ къат зэхуэ-
мыдэхэм зэрыхыхьэм къикIыркъым ФЗ-р псалъэм хуэпхь мыхъуну, хэбгъэзыхьмэ апхуэ-
дэу щIын хуейуэ а Iуэхугъуэм къегъэув. Абы щыхьэт тохъуэ псалъэхэмрэ псалъафэ-
хэмрэ ягъэзащIэ синтаксис къалэнхэмкIэ зэрызэтехуэр – а тIури бзэм и цIэиIуэ икIи
зыхэщIэ-цIэиIуэ занэхэщ. Я парадигматикэкIэ зэрызэщхьэщыкIым щхьэкIэ къэмынэу, ах-
эр я грамматикэ мыхьэнэхэмкIэ инэхъыбапIэм зэтохуэ. Псалъэхэмрэ псалъафэхэмрэ, бзэ
къат зэмыщхьхэм я занэу щыткIэрэ, дыкъэзыухъуреихь объектив щытыкIэр зэмыщхьу
къагъэлъагъуэ. А Iуэхугъуэм тещIыхьауэ зы мыхьэнэ грамматикэ категорэкIэ ябгъэды-
хьапхъэщ.

ФЗ-м и категорэ мыхьэнэр къэзыгъэнаIуэ грамматикэ тегъэщIапIэ Iыхьэр къыхэб-
гъэщхьэхукIыныр Iуэху тыншкъым. ТегъэщIапIэ псалъэ хъур щызэхэгъэкIыгъуейм деж
ФЗ-м и къэхъукIэ хъуам ириплъэжын хуейуэ жеIэ Иуаныкъуэ Н. Р. [3, с. 307].
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КатегорэкIэ зыхуэпхьынур зэхэгъэкIыныр нэхъ гугъуу щокIуэкI зы мыхъуу тIу грам-
матикэ гупсэу зиIэ фразеологие занэхэм, псалъэм папщIэ: абы ижь къыпщIихуащ «зыгу-
эр щапхъэ пхуэхъуащ, зыгуэрым ещхь ухъуащ»; и залэ маещ 1) «къэуат щIэлъщ,
дагъэ щIэтщ (ерыскъым)»; 2) «лъапIэщ, уасэшхуэ иIэщ»; уи жьэм жьэдэлъыр къыжьэ-
дитхъынщ «нэпсейщ, ныбаблэщ»; дунейр хурикъуркъым 1) «гъащIэр фIэщIэщыгъуэщ,
жыджэрщ, мапкIатэ-мэлъатэ»; 2) «зехущыхь, и пIэ изагъэркъым».

Грамматикэ тепщэ Iыхьэр щызэхэгъэкIыгъуейм деж категорэ мыхьэнэр кърибгъуэты-
фыну щыIэщ синтаксис зэпхыгъэщIыр. А Iэмалыр къэгъэсэбэпыныр лъабжьэншэкъым,
сыту жыпIэмэ псалъэ лъэпкъыгъуэ гуэрым пэплъыт хъу фразеологие занэхэм езыхэм
я парадигмэ къагъэщI, зэрытщIэщи, бзэ занэхэр парадигмэ икIи синтаксис зэхущыты-
кIэншэхэу щыIэнкIэ хъунукъым, а зэхущытыкIэхэм зым адрейр щыIэн хуейуэ къызэра-
гъэувым къыхэкIыу.

Къэхутэныгъэм и мыхьэнэр къыхокI адыгэ бзэщIэныгъэм фразеологиер зищIысым,
абы и гъунапкъэхэр здэщыIэм теухуауэ зэIубз мыхъуауэ проблемэ куууэ зэрыщыIэм. Абы-
хэм ящыщ зыщ мы лэжьыгъэм щызэхуэдгъэувыжа къалэнри – нэхъыбэ дыдэу бзэм хэт
ФЗ лIэужьыгъуэхэм я шыфэлIыфэр зэхэгъэкIыныр.

Литературэ къэдгъэсэбэпар.
Iуэхум къыхэтлъытащ ди бзэщIэныгъэлIхэм ящыщу фразеологием нэхъ елэжьа Къ-

ардэн Б. М., Емуз А. Гъу., Иуаныкъуэ Н. Р. сымэ я IэдакъэщIэкIхэр. Къэдгъэлъэгъуащ
мыхэр псори совет лъэхъэнэм зэрыхиубыдар. Иужьрей зэманым – 2000 гъэхэм щыщIэд-
зауэ псалъафэхэм ятеухуауэ зи тхыгъэ къыдэкIар мы статьям и авторыращ.

Материалхэр.
Ахэр къыхэтхащ ди IуэрыIуатэ къулейм, апхуэдэу псалъафэхэмкIэ зи бзэр нэхъ къулей

тхакIуэхэм я произведенэхэм.
Методу къыхэтхащ зэлъытыныгъэ-зэпэщIэгъэувэныгъэр.

Къэхутэныгъэм кърикIуахэр.
1. ЛэжьыгъэцIэ мыхьэнэ зиIэ ФЗ-хэр.
Лексикэ-мыхьэнэ илъэныкъуэкIэ лэжьыгъэцIэ мыхьэнэ зиIэ ФЗ-хэмрэ лэжьыгъэцIэ-

хэмрэ зэрызэпалъытыр къыхокI мобыхэми мыдрейхэми Iуэхугъуэ е щытыкIэ къызэрагъэ-
лъагъуэм [4, н. 190]. махуэпс емыгъэфэн 1) «укIын, гъэкIуэдын»; 2) «хуиту мыгъэпсэун,
и щхьэр къемыгъэIэтын»; лъэгущIэтын щIын «уи унафэм щIэгъэувэн, гъэпщылIын»;
гъаблэгу щтэн «куэдрэ мэжэлIар ерыскъыкIэ зимыгъэнщIыжу, иримыкъужу щытын,
куэд ишх пэтми и ныбэ из мыхъуу»; щхьэр зэкIуэкIын «и акъылыр зэIыхьэн, делэ хъун»;
акъыл бгъэдэлъын «губзыгъэу, зэхэщIыкIыфI иIэу щытын».

Щапхъэхэм къызэрагъэлъагъуэщи, лэжьыгъэцIэ ФЗ-хэр, лэжьыгъэцIэ къызэрыгуэкI-
хэми хуэдэу, мыхьэнэ закъуэуи мыхьэнэбэуи щытыфынущ, ауэ мыхьэнэбагъэм фразео-
логие занэхэм я деж нэхъ мащIэрэщ узэщрихьэлIэр, лэжьыгъэцIэхэм ебгъапщэмэ.

Лексикэ мыхьэнэ нэхъыщхьэр инэхъыбэм къэзыгъэлъагъуэр ФЗ-м Iыхьэу хэувэ цIэ
гъэпсыкIэхэрщ. Ар апхуэдэу зэрыщытыр тыншу нэрылъагъу пхуэщIынущ щIын лэжьы-
гъэцIэр грамматикэ купсэ зыхуэхъу икIи зи мыхьэнэр зи цIэ Iыхьэхэм къахэщ мыпхуэдэ
псалъафэхэмкIэ: жьгъыб щIын 1) «къутэн, цIыкIу-цIыкIуу гъэлъэлъэн»; 2) «укIын,
гъэкIуэдын»; Iэпэдэгъэлэл щIын «къыпфIэмыIуэхун, хуэфэщэн гулъытэ хуэмыщIын, емы-
лIэлIэн»; IэпэешэкI щIын 1) «къэгъэIэсэн, уи жыIэм щIэгъэтын»; 2) «зыхуэгъэгусэн,
гужьгъэжь хуиIэн»; IэщIыб щIын «зыгуэрым емылIэлIэн, зыгуэр хыфIэдзэн, бгынэжын,
зыщыгъэгъупщэн»; Iуэху щIын 1) «яужь ихьэн, пщIэну еувэлIэн»; 2) «кIэрыхъыжьэн,
зэхэзехуэн щIын».

PHILOLOGY
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ЛэжьыгъэцIэ фразеологизмэхэмрэ лэжьыгъэцIэхэмрэ зэрызэпэлъытар къыхощ лэжьы-
гъэцIэ ФЗ-хэм лэжьыгъэцIэхэм я морфологие икIи синтаксис нэщэнэхэр зэрахэлъым.

Фразеологие щапхъэхэм къагъэлъагъуэ лэжьыгъэцIэ фразеологиехэм я лъэIэс-лъэмы-
Iэс категорэр къызэрыгуэкI лэжьыгъэцIэхэм я апхуэдэ категорэм куэдкIэ къызэрыщхьэ-
щымыкIыр [5, н. 180]. Ауэ лэжьыгъэцIэ хьэл зыхэлъ псалъафэхэм я гъэпсыкIэщI зэфIэ-
кIым къэухьыныгъэ иIэщ – ар къыхокI лексикэ лантIагъэ зэрахэмылъым, епхауэ зэры-
щытхэм. Къапщтэмэ, къэухьыгъэм и Iэужьщ лэжьыгъэцIэ фразеологизм куэдым я зэман
гъэпсыкIэхэр зэрымащIэр. Нэхъыбэрэ абыхэм ядэплъагъур ит зэман гъэпсыкIэрщ: пащ-
хьэр къожэх «пэр машхэ» (хьэщIэ къазэрыхуэкIуэнум и нэщэнэу къалъытэ)»; бгъэдэлъ
щыIэкъым 1) «къулейсызщ, мылъкуншэщ»; 2) «акъыл мащIэщ, губзыгъэкъым»; бгъуэт-
мэ къащтэ «зэуэ бзэхащ, ягъуэтыжыркъым». Языныкъуэ фразеологие занэхэм зэман
гъэпсыкIэхэр яIэщ: и напIэр хуадэркъым 1) «зыуи къыфIэIуэхукъым, гузавэркъым»; 2)
«илэжьа мыхъумыщIагъэм теукIытыхьыжыркъым» (ит зэман); и напIэр хуэдакъым (блэ-
кIа зэман); и напIэр хуэдэнукъым (къэкIуэну зэман).

Къыхэгъэщыпхъэщ зэман гъэпсыкIэхэмкIэ зызыхъуэжыфыр IыхьитIу зэхэлъ псалъа-
фэхэр зэрыарар, Iыхьэ куэду зэхэт ФЗ-хэр, зэрыхабзэу, а зы зэман гъэпсыкIэм дапщэщи
итщ.

ЛэжьыгъэцIэ мыхьэнэ зиIэ фразеологизмэхэр къэбгъэсэбэп мэхъу хъуныгъэ мыхьэнэи
мыхъуныгъэ мыхьэнэи яIэу – ар и щыхьэтщ абыхэм я уасэхуэщI-зыхэщIэ плъыфэ наIу-
эм: батэкъутэр гъэшын 1) «Iуэхушхуэ гуэрым иужь итын, лэжьын»; 2) «хуабжьу къэ-
губжьын, хъущIэн»; дунейм къытемыгъэхьэн 1) «зыгуэр щэху дыдэу хъумэн, бзыщIын,
зыми зэхемыгъэхын»; 2) «цIыхум къахэмыгъэхьэн, щIэубыдауэ Iыгъын»; жьыр дэнэкIи
къыщепщэми ищIэркъым 1) «тыншу, гугъуехьыншэу мэпсэу»; 2) «зыри къыгурымыIуэу,
зыми химыщIыкIыу дунейм тетщ»; кIэ етын 1) «зыгуэр ухын, зэфIэгъэкIын»; 2) «зы-
гуэр укIын, гъэкIуэдын»; мыхьэмышх щIын 1) «шхын хэплъыхь иIэн»; 2) «зыгуэр Iумпэм
щIын, зэусыгъуэджэн, зэмыпэсын»; мыцIыху ещI 1) «ицIыхуу щыта гуэр къыхуэцIыху-
жыркъым, щыужащ»; 2) «зыгуэрым зыхуегъэхамэ, зыпыIуедз, гу лъимытафэ зытрегъ-
ауэ»; нэкIэ шхын 1) «хъуапсэнэкIэ, удихьэхауэ, уи нэр къытумыхыжыфу еплъын»; 2)
«лъагъумыхъуныгъэ хэлъу еплъын»; фэ емыплъын 1) «уи мыгугъэн, къыпфIэмыщIын»;
2) «пщIэ хуэмыщIын»; хьэгъунэ къыдэмыгъэплъын 1) «зыгуэркIэ (къарукIэ, акъылкIэ,
н.къ.) зыгуэрым куэдкIэ ефIэкIын, текIуэн, ауи жыжьэу къыпщIэрымыхьэн»; 2) «мы-
гъэбэуэн, нэплъэгъуэ емытын»; чымпэ къыщымыхъун 1) «зыгуэрым тыншу пэлъэщын,
къытемыхьэлъэу зэфIигъэкIын»; 2) «зыгуэр ауи къимыдзэн, къыфIэмыIуэхун».

МыщIагъуэ, мыхъуныгъэ мыхьэнэ яIэу фIэкIа нэгъуэщIу къамыгъэсэбэп псалъафэхэми
уарохьэлIэ: къыпыпхын щыIэкъым «мыхьэнэшэщ, сэбэпыншэщ»; икIун щыIэжкъым 1)
«куэдрэ псэужынукъым (цIыхур, псэущхьэр); гъащIэр нихьэсащ»; 2) «куэдрэ зекIуэжы-
нукъым, лэжьащ (хьэпшыпыр)»; дунейм техуэжыркъым 1) «губжьащ, хъийм икIащ»; 2)
«и пIэм изагъэркъым, зехущыхь»; и къыркъым зыри илъкъым «хуэщIакъым, иIэIакъым»;
и нэ вагъуэр егъэлъагъужын «лъэщу, зыхищIэу еуэн; и нэм хъуаскIэ къыщIегъэхын»;
нэкIэ емыплъын «гулъытэ хуэмыщIын, къыпфIэмыIуэхун»; и пIэ къимыгъэкIын «зэшэ-
зэпIэ щIын, зэуэ укIын»; фIы щIэмыхын «Iей гуэр къыпхухэкIын».

СинтаксискIэ зэрыпэлъытар къегъэлъагъуэ лэжьыгъэцIэ ФЗ-м псалъэухам щигъэза-
щIэ къалэным.

Материал зэпкърытхам Iэмал къыдет дызытепсэлъыхь фразеологие занэ лIэужьы-
гъуэм предикат (гъэзэщIэн) пкъыгъуэм и къалэн игъэзащIэу жытIэну.

ЛэжьыгъэцIэ фразеологизмэхэр инэхъыбапIэм кIэрыувщ, псалъэм папщIэ:
«Хъыджэбз цIыкIухэри!» – жиIэри Тини и акъыл къыхилъхьащ. КIыщокъуэ А.
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Мазэ ныкъуэ щхъуантIэ. Драматург, артист жыпIэурэ мащIэм я акъыл зэбгъэкIуэ-
кIа? КIыщокъуэ А. Мазэ ныкъуэ щхъуантIэ.

ГъэзэщIэн пкъыгъуэр щыпэрыуви щыIэщ. Абы щыгъуэ ар гъэзэщIакIуэм и пэ къоувэ:
Гукъыдэж иIэщ абы (Сосрыкъуэ) нобэ. «Нартхэр». Гузэвэгъуэм ихьырт нарт

жылэр. «Нартхэр».
СинтаксискIэ лэжьыгъэцIэ ФЗ-м и пэувыныгъэр къыхощ псалъэухахэм ар нэгъуэщI

псалъэхэм япыщIа зэрыхъуфми. Къапщтэмэ, лэжьыгъэцIэ фразеологие занэр лэжьыгъэ-
цIэм бгъэдэту псалъэухам и пкъыгъуэм лъэпкъэгъу хуохъур. Щапхъэ:

Сабийр бгъэщтэнщ, гупщIэуз ирихынщ, Аллыхьым къыпхуимыхькIэ, ар нэхъ
Iеижщ. Къашыргъэ Хь. Лъапсэ быдэ.

Ауэ зэпхыгъэщIыр инэхъыбэм зэрекIуэкIыр элемент зэпыу зэмылIэужьыгъуэхэр фра-
зеологием и зэхэлъыкIэм хэувэурэщ:

Езым гухэлъ лъэпкъ къысхуимыIэу къыщIэкIмэ-щэ? Къэрмокъуэ М. Щихухэр иджы-
ри мэкI. Абы и гущIэр зы бэмпIэгъуэ гуэрым кърекъузыкI. Шортэн А. Бгырысхэр. Абы
и спискэм цIыху плIыщIым щIигъу иритхэри игъэувыIащ, и гъаблэгур абыкIэ имыкIа
пэтми. Къашыргъэ Хь. Лъапсэ быдэ.

Зэрынэрылъагъущи, мыпхуэдэхэм деж фразеологием и зэхэлъыкIэр зэпыуда мэхъу-
ри абы и Iыхьэхэм я зэхуаку къыдоувэ а Iыхьэхэм синтксискIэ къапыщIа хъу псалъэ
зэмылIэужьыгъуэхэр. Ауэ а къэхъугъэм псалъафэм и мыхьэнэр икъутэркъым, ар щы-
хьэт техъуэ къудейщ ФЗ-хэр зэпыха гъэпсыкIэ зиIэ къэгъэщIыгъэу зэрыщытым. Апхуэдэ
къэхъугъэ ухуозэ жьабзэм щхьэзакъуэ-автор къэгъэсэбэпыкIэ къыщыхыхьэкIэ.

Синтаксис лъэныкъуэкIэ лэжьыгъэцIэ категорэ мыхьэнэр гъэгугъуа хъуфынущ щыты-
кIэгъэлъагъуэ-уасэгъэув факторкIэ – абы ФЗ-р псалъэ лъэпкъыгъуэу тIум е нэхъыбэм
япэхъуу ещI, н.ж. категорэ мыхьэнэбагъэм зрегъэужь. Псалъэм папщIэ, адыгэбзэм ФЗ
лэжьыгъэцIэ лIэужьыгъуэм щыщ куэдыр къыщагъэсэбэп цIыхум е предметым я щыты-
кIэ щхьэхуэхэм я нэщэнэгъэлъагъуэу. Апхуэдэ ФЗ-хэм уасэгъэув факторым нэхъ къару
игъуэтыху я лэжьыгъэцIэ щытыкIэхэр е нэхъ махэ мэхъу, е мэкIуэдыпэ [4, н. 181].

Уасэгъэув мыхьэнэр наIуэу къызыхэщ ФЗ-хэм ящыщщ мыхэр: зы фалъэ йошхыкI
«зэныбжьэгъушхуэхэщ», и пащIэр къэкIакъым «балигъ хъуакъым, гъащIэм хищIыкI щы-
Iэкъым», шэрэ лыуэ зэщIэтщ «узыншэщ, фэфI тетщ», нэгъуэщIхэри.

Псалъафэ лIэужьыгъуэ къэтхьахэм я мыхьэнэр инэхъыбэм къызэрагъэлъагъуэр лэ-
жьыгъэцIэкIэкъым, атIэ плъыфэцIэкIэщ – ар и щыхьэтщ апхуэдэ ФЗ-хэм я категорэ мы-
хьэнэ къалэныр къызэрытIэсхъам. ЛэжьыгъэцIагъэ категорэ мыхьэнэм и редукцэр наIуэ
щохъу синтагматикэ сатырэм и зыхъуэжыныгъэм. Къапщтэмэ, лэжьыгъэцIэ мыхьэнэуэ
къежьа языныкъуэ ФЗ-хэм я синтаксис зэпыщIэныгъэр яхъуэжри къэхъукIэцIэ лIэужьы-
гъуэм хыхьахэщ.

Мыпхуэдэ ФЗ-хэм: дауэ мыхъуми «зы щхьэкIи къэмынэу, Iэмал имыIэу», сыт къэмы-
хъуми «зыми емылъытауэ», Iэмал имыIэу «фIэкIыпIэншэу», Iэджэ щIауэ «пIалъэ кIыхь
дэкIауэ» - я лэжьыгъэцIэ е лэжьыгъэцIэтекI Iыхьэм я зэхэлъыкIэм щигъэзащIэ къалэныр
апхуэдизкIэ къэмахащи, ФЗ-хэм Iэмал яIэ хъуащ къэхъукIэцIэ гупым хыхьэу лэжьыгъэ-
цIэ нэс ирикъухэм епха хъунымкIэ.

ЛэжьыгъэцIэ фразеологизмэхэр зэхэлъыкIэ-грамматикэ илъэныкъуэкIэ лIэужьыгъуи-
щу щыIэхэщ: IыхьитIу зэхэлъхэр, Iыхьэ куэду зэхэлъхэр, гъэзэщIэн-коммуникатив за-
нэхэу фразеологие занэхэм я нэщэнэ псори зыхэлъхэр. Къэдгъэлъэгъуа лIэужьыгъуэ къэс
зэхэлъыкIэ-грамматикэ модель зэщымыщхэурэ зэтопщIыкIыж.

IыхьитIу зэхэт лэжьыгъэцIэ ФЗ-хэр, «щыIэцIэ + лэжьыгъэцIэ» лIэужьыгъуэм хуэдэ-
хэр, псалъэзешэ гъэпсыкIэ пыухыкIам тетхэщ, псалъэм папщIэ: щхьэр хэлъхьэн «хэкIуэ-
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дэн (зауэ с.ху.)», лъыпсыр гъэжэн «уIэгъэ щIын, лъыкIпсыкIыу зэуэн», лъэнкIапIэр гъэ-
жанын «гукъыдэжыр къэIэтын, гъэгушхуэн» (цIэиIуэ псалъэзешэщ); гузэвэгъуэм ихьын
«зыгуэрым хуабжьу иригузэвэн», гум ежэлIэн 1) «зыхэпщIэу къыхэузыкIын», 2) «уи жа-
гъуэ хъун, икъукIэ зыхэпщIэн»; IэфракIэм едзэкъэжын «зыгуэрым хущIегъуэжын, зыгуэр
гум къеуэжын; Iэбэмэ лъэмыIэсыжын»; гум зызэридзэкIын «зыгуэр жагъуэ пщыхъун»
(зыхъуэж псалъэзешэщ); гукIэ щIэн (зыхэщIэн) «акъылкIэ бгурыIуэн», жьэкIэ плъэн
«и жьэр Iурыхуауэ (ущIауэ), зыри къыгурымыIуэжу, тегупсысыкIауэ щытын, гулъытэр
фIэкIуэдын», IупскIэ пIын «хуабжьу гугъу удехьу, псэемыблэжу къэгъэхъун (быныр)»,
жьэкIэ дэIуэн «и жьэр ущIауэ (Iурыхуауэ), къыгурымыIуащэу зыгуэрым едэIуэн» (зы-
унэтI псалъэзешэщ); хьэкъыу пхыкIын «и фIэщ хъун, шэч къытримыхьэжын», IэшрыIыу
зэхэлъщ «зэхэзэрыхьащ, зэхэгъэкIыгъуейщ» (зэрыхъу псалъэзешэщ).

ЦIэ Iыхьэр псалъэзешэ гъэпсыкIэ пыухыкIам зэритыр быдэу епхащ фразеологие занэр
зэрызэфIэувамрэ ар зэпIэзэрыт зэрыхъуамрэ. Щапхъэ къэтхьахэм яхыболъагъуэ дызы-
тепсэлъыхь ФЗ лIэужьыгъуэм цIэр псалъэзешэ гъэпсыкIэ пыухыкIауэ зэрыщызэхэжы-
хьар икIи а псалъэзешэ гъэпсыкIэр нэгъуэщIу зэпхъуэкIыну яужь уихьэмэ, абы ФЗ-р
логикэ зыпкърылъ бзэ занэу щимыгъэтыжу и зэхэлъыкIэкIи и мыхьэнэкIи зэригъэща-
щэр [4, с. 182].

Япэ Iыхьэу цIэ гъэпсыкIэншэ е цIэм хуэкIуа псалъэ къыщыкIуэхэм деж, цIэ Iыхьэр
псалъэзешэ гъэпсыкIэ гуэрым ибгъэувэну ухуежьэмэ, абы языныкъуэхэм деж фразеоло-
гизмэм логикэу пкърылъыр Iуехри фразеологизмэр зэпкъреуд, нэгъуэщIхэм деж фразео-
логизмэр зэпхыгъэ хуитым хуегъакIуэ.

Ауэ къыхэгъэщыпхъэщ языныкъуэ занэхэм я цIэ Iыхьэм нэрымылъагъу гъэпсыкIэ
зэраIэнкIэ хъунур. Къапщтэмэ, цIэиIуэ, зыхъуэж псалъэзешэхэм я лъабжьэужь зыпы-
увэ языныкъуэ цIэ Iыхьэхэр нэрымылъагъу гъэпсыкIэуи къокIуэ. Апхуэдэхэм деж -р, -м
формантхэр хэтми хэмытми грамматикэ мыхьэнэ иIэкъым, еплъ: лъыпсыр гъэжэн –
лъыпс гъэжэн «зэрыукIыу зэзэуэн»; нэпсыр щIэгъэжын – нэпс щIэгъэжын «гъын, пы-
хьэн»; блащхъуэкIийм еджэн – блащхъуэкIий еджэн «хуабжьу ину, шынагъуэу кIиин».

Фразеологизм къэтхьахэм я япэ Iыхьэм пыухыкIауэ зыгуэрым емыхьэлIа, язэхуэдэ
мыхьэнэщ къагъэлъагъуэри, абы Iэмал къует -р, -м формантхэр нэрымылъагъукIэ пхъуэ-
жыну.

Япэ Iыхьэу нэрымылъагъу гъэпсыкIэм ит цIэ зыхэт языныкъуэ занэхэми нэрымы-
лъагъур цIэиIуэ псалъэзешэм и лъабжьэгъусэкIэ щыпхъуэж мэхъу: гугъэ иIэн – гугъэр
иIэн «зыхуейр, зыщIэхъуэпсыр къехъулIэну щыгугъын»; гужьеигъуэ етын – гужьеи-
гъуэр етын «шынагъэ гуэркIэ гъэгузэвэн»; гужьгъэжь хуиIэн – гужьгъэжьыр хуиIэн
«зыгуэрым хуэмыарэзын, гукъанэ хуиIэн».

ЦIэ Iыхьэр зыунэтI, зэрыхъу псалъэзешэхэм итмэ, псалъэзешэ лъабжьэгъусэхэр нэры-
мылъагъу пщIы хъуркъым.

ЛэжьыгъэцIэ ФЗ-м хэт цIэ Iыхьэм дэплъагъум щыщщ бжыгъэкIэ зэпхъуэкI зэрымы-
хъури. Ар, зэрыхабзэу, закъуэ бжыгъэм итщ, объектыр закъуэми куэдми абы емылъы-
тауэ. Закъуэ бжыгъэ гъэпсыкIэ зиIэ щыIэцIэм закъуэ бжыгъэм и закъуэ къудей мыхъуу
объектхэм я куэд бжыгъи къегъэлъагъуэ, н.ж. мыбдеж закъуэ бжыгъэ гъэпсыкIэр къэ-
мыгъэлъэгъуа къэгъэсэбэпыкIэщ. Ар епхащ адыгэбзэм ину зыщызыубгъуа къэхъугъэм –
зэдай (язэхуэдэ) бжыгъэ зэрыщыIэм – апхуэдэ ядыболъагъу бжыгъэм и зэхэмыщхьэхукIа
мыхьэнэ зиIэ щыIэцIэхэм.

ЛэжьыгъэцIэ ФЗ-хэм я лэжьыгъэцIэ Iыхьэм зэман гъэпсыкIэхэр къегъэщI, еплъ:
Iуэхур зэIещIэ (ит зэман); Iуэхур зэIищIащ (блэкIа зэман); Iуэхур зэIищIэнщ (къэ-

кIуэну зэман), н.къ.
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Тешэ гъэпсыкIэ зэмыщхьхэри щыIэфынущ: Iуэхур зэIищIэмэ (елъыта тешэ), Iуэхур
зэIищIэнт (хэкIыпIэ тешэ), Iуэхур зэIищIарэт (фIэфIыныгъэ тешэ), Iуэхур зэIищIагъэнщ
(хуэгъэфащэ тешэ), Iуэхур зэIыщIэт (унафэ тешэ), Iуэхур зэIищIэрэ? (зэрыупщIэ тешэ).

«ЩыIэцIэ+лэжьыгъэцIэ» зэхэлъыкIэ зиIэ фразеологие занэхэм я гупсэр лэжьыгъэ-
цIэрщ, аращ абыхэм я жыджэрагъыр къызыхэкIыр. ЦIэ Iыхьэм дыIэбэмэ, ар фразеологие
занэм и мыхьэнэм пкъы хуохъур.

2. Компаратив (езыгъапщэ) ФЗ-хэр
Компаратив (езыгъапщэ) ФЗ-хэр Iыхьэурэ зэрызэхэлъыр куэдрэ тохуэ хьэл-къэхъукIэ-

цIэ ФЗ-хэм я зэхэлъыкIэм, абы къыхэкIыуи ахэр зэхэпцIыхукIыныр тыншкъым [6, с. 173].
Ахэр зэрызэхэбгъэкIыну пщалъэ нэхъыщхьэр къэхъукIэцIэ-хьэл ФЗ гъэзэщIэным епха-
хэм икIи хьэл гуэрым и къалэн зыгъэзащIэхэм хуэмыдэу, компаратив ФЗ-хэр, зэрыхабзэу,
зи щхьэ хущытыж предикатив ныкъуэ занэу зэрыщытхэрщ икIи абыхэм лэжьыгъэцIэм
и кIэрыдзэн псалъэуха пкъыгъуэм и къалэн зэрамыгъэзащIэрщ. Компаратив ФЗ-хэм я зы
нэгъуэщI нэщэнэщ абыхэм зэгъэпщэныгъэ я лъабжьэ зэрыхъур [7, с. 328]. Абы нэмыщIкIэ,
ахэр, синтагматикэ пычахуэу щыткIэрэ, макъщIыкIэкIэ жьабзэм IупщIу къыхощхьэхукI
– апхуэдэ нэщэнэ къэхъукIэцIэ-хьэл ФЗ-хэм ядэплъагъуркъым, ахэр хьэл къалэн ягъэза-
щIэкIэрэ грамматикэ предикатхэм быдэу епха зэрыхъум къыхэкIыу.

Компаратив (езыгъапщэ) ФЗ-хэр нэгъуэщIхэм ещхькъым, лъэпкъ нэщэнэ яIэщ. Абы-
хэм ящыщ куэдыр я къэхъукIэкIэ епхахэщ щIыпIэцIэхэм, цIыхуцIэхэм, псалъэм папщIэ:
Ашэбей гъуэншэджу (зэхэзэрыхьащ) «зэIумыбзщ, зэхэгъэкIыгъуейщ»; Щхьэлыкъуэ хыву
(и пэр дрегъэзей) «зыкъыфIэщIыжащ, зегъэщIагъуэ», н. къ.

Компаратив ФЗ-хэм я зэхэлъыкIэ-грамматикэ модель нэхъыщхьэхэу мы къэкIуэнухэр
къэпхь хъунущ:

1. «ЩыIэцIэ + хуэдэу / ещхьу езыгъапщэ псалъэр»: псыдыуэм хуэдэу (зыкIэрыукIэн)
«зыгуэрым къыкIэрымыкIын, бэуапIэ емытын»; Iэбжьанэм хуэдэу (джафэ) «кумблъэмб
зимыIэ, зи щIыфэр зэхуэдэ, захуэ»; вым хуэдэу (лъэщщ) «лъэрызехьэщ, къарууфIэщ»;
бжьэм хуэдэу (епщIын) «зыгуэрым ежэн, къэухъуреихьын»; хьэдэм хуэдэу (фагъуэщ)
«и фэр пыкIащ, и фэм итыжкъым, лъы щIэтыжкъым», н.къ.

Мыпхуэдэ ФЗ-хэм я шэрыуагъэр, зыхэщIэр зыхэлъыр дапщэщи зыхъуэж псалъэзешэ
гъэпсыкIэм ит цIэ закъуэрщ.

2. «IыхьитI хъу гъэнахуэ псалъэ зэпха + езыгъапщэ псалъэ»: сын гъэжам хуэдэу
(ещхьу) «мыхъейуэ, а зы щытыкIэм тенауэ»; тIы гъэшхам хуэдэу (пшэрщ) «лы лей
телъщ, зэгуэкIыкIащ»; щыблэ уэным хуэдэу (губжьащ) «къызэкIуэкIащ, пэцыр иреч»,
н.къ.

Мы моделым, ипэ къитми ещхьу, и Iыхьэ нэхъыщхьэм (гъэнахуэ псалъэ зэпхам) зы-
хъуэж псалъэзешэм и формант -м поувэ.

3. IыхьитI хъу объект псалъэ зэпха + езыгъапщэ псалъэ»: IэкIэ трахам (щхьэща-
хам) хуэдэу (хъужащ) «узыр щхьэщыкIыпащ, хъужыпащ»; IэкIэ ящIам хуэдэу (дахэщ)
«дахэ дыдэщ, тхьэIухудщ; сурэту ящIа хуэдэщ»; щIым пхырыхуам хуэдэу (бзэхащ) «лъэу-
жьыншэу кIуэдащ»; тхъу къыщахуам хуэдэу «зыгуэрым егъэлеяуэ щыгуфIыкIащ, и гуапэ
хъуащ».

Мы моделым грамматикэ илъэныкъуэкIэ щхьэхуэныгъэу иIэщ IуэхуцIэм и унафэ къы-
щIэт Iыхьэр зэрызэригъакIуэр икIи, а IуэхуцIэр къызытекIа лэжьыгъэцIэр лъэIэсу е лъэ-
мыIэсу зэрыщытым елъытауэ, а Iыхьэр псалъэзешэ гъэпсыкIэхэм ящыщ зым зэрыригъэ-
увэр.

4. «ЦIитIу зэхэт гъэнахуэ псалъэ зэпха»: бжьыхьэ шыбадзэу мэлъей «мапкIэ-малъэ,
и пIэ изагъэркъым»; дакъэжь мафIэу (зэщIэнащ) «губжьащ, пэцыр иреч»; псыпцIэ къа-
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мылу (дэжеящ) «псынщIэу хэхъуащ, инышхуэ хъуащ»; хышхуэ тхьэрыкъуэу (щIыкIа-
фIэщ) «Iэсэщ, сабырщ, хабзэ хэлъщ (цIыхубзым)».

Мы моделым хуэдэу (ещхьу) езыгъапщэ псалъэ зэрыхэмытыр грамматикэм нэхъ-
рэ стилым нэхъ хуэпхь хъу щхьэхуэныгъэщ – мыр фразеологизмэм и нэхъ зэгъэзэхуа
зэхэлъыкIэу аращ. Мыбы щыгъуэ кIэрыув цIэм зэрыхъу псалъэзешэм и лъабжьэгъусэ
-у поувэ.

5. «ЩыIэцIэрэ (псалъэ пажэу) плъыфэцIэу е IуэхуцIэу (псалъэ кIэрыдзэну) зэхэт
гъэнахуэ псалъэ зэпха + -у формант зыпымыт езыгъапщэ псалъэ»: хыв пыджэн хуэ-
дэ «нэщхъпэщхъыу плъэуэ, губжьауэ, и нэм хъуаскIэ къыщIихыу»; хьэ фызышэ нэхъей
«куэд хъурэ зэрызехьэу»; хьэдэ ираха нэхъей «нэщхъейуэ, гукъыдэжыншэу», н.къ.

Езыгъапщэ псалъэу мы моделым хэтхэщ хуэдэ, нэхъей жыхуиIэхэр. Абыхэм псалъэ-
зешэ формант зэрапымытым зэхыхьэр бгуэш мыхъу предикат занэ ещI, абы емыщхьу
формант -у зыпыт гъэпсыкIэ иIэу езыгъапщэ псалъэ зыхэт компаратив ФЗ-хэр я къалэн-
кIэ грамматикэ предикатым епха хьэлщ.

Езыгъапщэ хуэдэ псалъэм, нэхъей-м емыщхьу пыувэнкIэ хъунущ -щ, -т, предикат
арэзыгъэ лъабжьэгъусэхэр, апхуэдэм деж гъэнахуэ псалъэ зэпха кIэрыувым (зэрыхабзэу
ар IуэхуцIэщ е плъыфэцIэщ) зэрыхъу псалъэзешэм и лъабжьэгъусэ -м поувэ:

Уэшхыр апхуэдизкIэ инти, уафэм уридэкIуеиным хуэдэт. КIыщокъуэ А. Мазэ
ныкъуэ щхъуантIэ. Блэ уэным хуэдэщ «шынагъуэщ». Хьэ убэрэжьам хуэдэщ «зэфIолIэ,
зигъэхъеижыфыркъым» [6, н. 177].

Мы моделым егъэщIылIащ щыIэцIитI зэрыIыгъ зыхэт ФЗ-хэр (хьэмрэ джэдумрэ хуэ-
дэщ «зэрылъагъу хъуркъым, дунейм зэрытегъэткъым»), апхуэдэуи зы щыIэцIэрэ езы-
гъапщэ псалъэу щытхэри (Iэншэ хуэдэ «зыри хуэщIэркъым, хузэфIэкIIакъым»).

6. «Iыхьищу е нэхъыбэу зэхэт псалъэ зэпха зэпIэзэрытхэр + хуэдэ (нэхъей) езыгъапщэ
псалъэ»: хывым еса жэмыжь хуэдэ «цIыху зэпIэзэрыт, гу щабэ, хьэлэл»; и щхьэ мастэ
хьэхукIэ фIэда хуэдэ «и щхьэр фIэсысыхьу»; и нэ чы техуа хуэдэ «къытехьащ, зехъунщIэ,
хьэлыншэу зещI»; сымаджэ нэпцI зищIурэ лIам нэхъей «ирегъэлей, и пцIым токIуэдэж»;
танэ бгырыпх щIэпха хуэдэ «екIуркъым (щыгъын, с.ху.)».

Езыгъапщэ ФЕ-хэм я деж щымащIэкъым зэпэщIэуэ мыхьэнэ зиIэхэр, нэгъуэщIу жы-
пIэмэ антоним зэхуэхъухэр: фом хуэдэу (IэфI) – зэзым хуэдэу (дыдж); арэфым хуэдэу
(къуаншэ) – фочыкум хуэдэу захуэ [8, н. 63]. Нэхъ мащIэу дызрихьэлIэ къэхъугъэщ а зы
езыгъапщэ ФЕ-м, зыхэт контекстым елъытауэ, и мыхьэнэм зихъуэжыныр, псалъэм пап-
щIэ мывэм хуэдэу егъэпщэныгъэм предмет гуэрым ельэлIамэ быдэ къокI ауэ цIыху и гугъу
ящIмэ, ар гущIэгъуншэу, гудзэкъэншэу аращ.

ДызыхуэкIуа жэуапхэр.
Къэхутэныгъэм кърикIуахэр къызэщIэткъуэжмэ, зэпкърытха ФЗ лIэужьыгъуэхэмкIэ

адыгэбзэр егъэлеяуэ бейщ, ахэр, шэч хэмылъу, бзэр шэрыуэ, удэзыхьэх зыщI къулеигъ-
эшхуэщ. ФЗ- хэр я мыхьэнэкIэ псалъэ лъэпкъыгъуэ пыухыкIахэм (лэжьыгъэцIэ ФЗ-хэр
лэжьыгъэцIэм, езыгъапщэ ФЗ-хэр плъыфэцIэм) япэхъу щхьэкIэ, абыхэм къащхьэщыкIыу
псалъафэхэм мыхьэнэ къаIуатэм халъхьэ зыхэщIэрэ гурыщIэрэ, апхуэдэ щIыкIэкIи ар
щIэщыгъуэ, гукъинэж ящI. ФЗ-хэм бзэм щагъэзащIэ къалэным и инагъыр къэлъытауэ
дяпэкIэ абыхэм бзэщIэныгъэм яхуищI гулъытэри нэхъыбэ щIыпхъэщ икIи псом япэу икI-
эщIыпIэкIэ яужь ихьапхъэщ фразеологиехэмкIэ, е нэгъуэщIу жыпIэмэ, псалъафэхэмкIэ
адыгэбзэм иIэ къулеигъэ псори къызэщIэзыкъуэ псалъалъэ зэхэлъхьэным – а Iуэхур дгъэ-
гувэмэ, абыхэм ящыщ куэдыр глобализацэ къыдэбгъэрыкIуэм и зэранкIэ дымыгъуэты-
жынкIэ шынагъуэ щыIэщ.
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Актуальность темы. История рода человеческого, не только история войн между
различными племенами, этносами и государствами, но она прежде всего непрерывный
процесс миграций народов по самым разным направлениям, то с запада на восток или
наоборот, с севера на юг или обратно. Одним из главных рычагов этой миграции людей
являются их новые значимые открытия в освоении матери природы и познании самого
человека. Например, когда человек открыл примитивный способ добывания огня, у него
появились новые горизонты в освоении новых территорий. В ходе этого процесса, ста-
ли часто сталкиваться интересы разных племен, этносов. При этом, на протяжении всей
истории человека, он изобретал новые материалы и технологии для создания орудий тру-
да, оружия и предметов быта. В этом плане поистине революционное значение имеет
открытие металла, технологию изготовления из него различных предметов. Например,
древнейшие предки адыго-абхазов – хатты открыли эпоху железа (железный век) и, как
известно, оно является настоящей революцией в материальной культуре человеческой ци-
вилизации. Но человек свои открытия долго не держал в секрете, рано или поздно они
становились достоянием других людей. А это все происходило в процессе их миграций.
В те далекие времена, как известно, не было таких форм и средств коммуникации, как
телефон, радио, телевизор, интернет и т.д. Поэтому, единственным ее способом, была ми-
грация, т.е. установление непосредственных контактов между людьми. И этот процесс
происходил очень медленно.

На всем своем пути их миграций, они оставляли свои следы как в материальной, так
и духовной культуре. Словом, шел интенсивный диалог культур между самыми различ-
ными народами. Эти следы передвижения народов, отразились почти во всех сферах их
жизни, начиная от топонимики, гидронимики и языка, кончая мифологией, традициями
и обычаями. Такова логика человеческой жизни.

Адыги и их далекие предки не исключение. Они в различные периоды истории мигри-
ровали почти по всем географическим направлениям, в том числе и на восток. В частно-
сти, мы находим не мало следов пребывания далеких предков адыгов как киммерийцев,
синдо-меотов, дарданов и других в различных регионах как на западе, так и на востоке.
В этом плане, данная тема представляет определенный интерес и в этом заключается ее
актуальность. Поэтому основными задачами данной работы являются рассмотреть неко-
торые аспекты этой многоплановой темы. Показать какой след оставили в своей миграции
древнейшие предки адыго-абхазов в топонимике, гидронимике, элементы их мифологии,
традициих и обычаи.

Основное содержание. В этой связи, можно начинать с киммерийцев. Правда, неко-
торые авторы подвергают сомнению, что киммерийцы являются одними из далеких пред-
ков адыгов. Однако, многие авторитетные ученые утверждают обратное.

Киммерийцы были родственными племенами синдо-меотов [1, с. 11]. Об этом говорит
близость их культуры с кобанской археологической культурой Центрального Кавказа,
создателями и носителями которой были предки абхазо-адыгов [1].

Известный археолог как В. Д. Блаватский и другие отмечали, что киммерийцы –
древние адыги [1, с. 27–28].

А. Намиток киммерийцев считал одним из предков черкесов, в частности кемиргойцев
(темиргойцев). Он также утверждал, что киммерийцы принадлежат к фракийской семье
[1, с. 215].

Синдо-меоты и киммерийцы были древними жителями Фракии. Большое количество
племен на Балканах и древней Черкесии имеют одинаковое название [2, с. 186]. Например,
черкесские маиты (меоты – К. У.) обнаруживаются во Фракии под именем Maidoi. Люсьен
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Токсар называет синдианами, Помпоний Мела – синдонами, а Полиен – синтами, колония
фракийских синтов, названных Гекатеем Древним синдонаями.

Но, прежде чем проследить те глубокие процессы, которые произошли в этнической
истории древних предков адыго-абхазов, какие миграционные процессы происходили в их
среде, необходимо, на наш взгляд, показать, как произошло обособление основных пра-
языков еще в глубокой древности.

Лингвисты предполагают, что обособление праязыков произошло на Ближнем Востоке
примерно в XV–XII тысячелетиях до н.э. Именно в этот период три таких обособленных
праязыков – сино-кавказский, ностартический и афразийский разделились на три зоны:
восточную, западную и северную. Именно западные сино-кавказцы были предками буру-
шаски, басков и хатто-хурритов.

В IX–VIII тысячелетиях до н.э. предки басков мигрировали в Западную Европу че-
рез ее центральную часть. Протобаски жили в регионах, где сейчас находятся Испания,
Франция, Италия и Британия. Здесь они жили совместно с палеолитическими обита-
телями данного региона. Часть сино-кавказцев в VII тысячелетии до н.э. эмигрировала
в Китай, Тибет, а оттуда в VI–V тысячелетии до н.э. кеты заселили бассейн Енисея. В этот
же период атабаски обосновались на Аляске и Канаде, хопи и новахо заселили Калифор-
нию. Следует здесь отметить, что этим миграция сино-кавказцев не ограничилась. Часть
из них в VII тысячелетии до н.э. заняла Среднюю Азию, а оттуда мигрировала в сто-
рону Индии. В частности, в Кашмире обосновались бурушаски, в Центральной Индии –
нахали, а в Гималаях – кусунда.

Оставшиеся в Малой Азии сино-кавказцы разделились в VI тысячелетии до н.э. на
хатто-ашуйскую и хуррито-урартскую группы. Хатто-ашуйцы изначально жили в север-
ной части Малой Азии и на востоке Балканского полуострова. Ученые также зафиксиро-
вали на Днепре топонимы северо-кавказского происхождения.

Неполный обзор литературы по этой теме. Прежде всего следует отметить, что
по данной теме еще нет обобщающих фундаментальных исследований. Однако некоторые
ее аспекты затрагивали отдельные ученые. К ним относятся: Б. Х. Бгажноков [1]; А. На-
миток [2]; Н. Л. Членова [3]; С. А. Арутюнов [4]. Много любопытных фактов приводит по
этой проблеме известный в прошлом журналист, публицист Тенгиз Адыгов (Маржохов
Мухамед) [5]. Интересные сведения по вопросу миграций адыгов в Индию содержатся
в Адыгэ IуэрыIуатэхэр (Адыгском фольклоре) [6].

Как было отмечено выше, предки адыгов, в том числе, синды доходили до Индии. Там
много следов от синдов, дандаров, меотов, киммерийцев и др., которые мигрировали как
арийцы в сторону Индии.

В частности, миграция синдского этноса с Балкан на Кавказ и далее в Индию началась
с III тыс. до. н. э. Эта миграция оставила следы не только на Северо-Западном Кавказе,
но также в Иране, через территории которого их миграция проходила. Например, один
из его районов называется Синд и на восточной его границе встречались синды [2, с. 189].

Таким образом, синды дали названия рекам, территориям во многих странах, через
которых проходила их миграция с запада на восток до Индии.

Даже Гесихий назвал синдов «индийским народом [6]. В Индии есть река Синдус или
Синдху, которая берет свое начало в Тибетском нагорье. Кстати сказать, после слияния
р. Синдху с р. Гилгит, она становится Инд. А название страны Индия, можно предпо-
ложить, что происходит от слова Инд. Вообще, в древности река Инд называлась Синд.
Территория Синд, которая стала с 1947 г. частью Пакистана, называлась еще Синдудеш.
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В этом слове суфикс «деш» означает страна, или территория. Таким образом, Синдудеш
переводится как страна синдов. В Пакистане Синдхи – одна из четырех ее провинций.
Там проживает народ синдхи.

Многочисленные географические и иные названия районов Причерноморья и Приазо-
вья, где проживали адыги с доисторических времен, изумительно сходны с такими же
названиями, которые встречаются в Индустане. Например, там киммерийцы упоминают-
ся как кумеры или куверы. В Индии есть река под названием Гипанис, которая является
притоком Инда. Как известно, река Кубань называлась тоже Гипанисом. А в устьях Ку-
бани была местность под названием Синдика (страна) или Индика. В Индустане встре-
чаются не только названия в основе которых лежит слово «синд», как Инд и др., но там
даже встречаются названия такие как Фанагория, Корокондама и т.д.

Исходя из этого, с большой долей вероятности, можно предположить, что синды, кото-
рые представляли одну из тех арийских ветвей, которые переселились в Индию и унесли
туда с собой местные синдские и другие названия. Синды были в самом близком родстве
с другими предками адыгов, в том числе с киммерийцами. Они все жили по соседству
до отделения азиатских арийцев от европейских. И это отделение произошло именно на
Кавказе – на территории проживания адыгов [7, с. 246—271].

Следы многих элементов культуры адыгов, сохранились у индусов. В частности, в их
священных книгах «Ведах» имеется миф о Прометее (Насрен-Жаке). Там сказано, что
индийский Бог огня «Агни», что буквально означает «огонь», скрывался от обыкновенных
смертных людей в дереве. Вот, Матарашвана похитил у Бога «Агни» секрет извлечения
огня из дерева и передал этот секрет «Ману» – мужчине, т.е. человеку.

Прометей (Насрен-Жаке) в индийских «Ведах» называется словом Матарашвана
(Матаарашван) или «Прамата», «Мата», которое обозначает «палка», играющая роль
огнива, при помощи которой индусы, путем верчения дерева на дереве, добывали огонь
[5, с. 137–138]. Мы полагаем, что это не простое совпадение с нашим мифом о Насрен-
Жаке, а имеет исторические корни.

Айтек Намиток отмечал, что синды это фракийские синты. Во Фракии синты про-
живали сначала на берегах Стримона, прежде чем какая-то часть этого народа заняла
остров Лемнос, где они уже были во времена Троянской войны и числились самыми
древними его жителями. Именно к синтам (синтским мужам) на Лемнос упал с небес
Гефест, преследуемый Зевсом [2, с. 4–189].

Вот, как Гомер пишет об этом:
«Он (Зевс – К. У.) уже древле меня, побужденного сердцем на помощь,
Ринул, за ногу схватив, и низвергнул с небесного прага:
Несся стремглав я весь день с закатом блестящего солнца
Пал на божественный Лемнос, едва сохранивший Дыханье.
Там синтийские мужи меня дружелюбно приняли» [6, с. 24—25].
Синтов (синдов) называют многие народы по-разному. Например: на санкрите – син-

дху; асирийцы – синда; персы – абисинд; греки – синтхус; римляне – синдус; китайцы –
синты; арабы – синд.

В имени основателя буддизма Сиддхартха Гаутама присутствуют слова «синд» и «Тха»
– «Тхьэ». Это случайное совпадение или что?

По поводу параллелей между культурами древних адыгов и индусов, любопытные
факты приводит Тенгиз Адыгов (Мухамед Маржохов). Правда, некоторые из них носят
в основном гипотетический характер. Тем не менее, нам кажется, что это будет не без
интересно любезного читателя.
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Однако, факт проникновения в далеких прошлых предков адыго-абхазов в сторону
Дальнего Востока и наличия какого-то общего праязыка между адыго-абхазким и сан-
критом, многие ученые доказывают. В частности, Тенгиз Адыгов в своей статье «Слог
священного санкрита» пишет об этом.

Прежде всего отметим, что Джон Коларуссо выдвинул гипотезу, что санскрит и адыго-
абхазские языки восходят к одному и тому же протоязыку. Например, он отмечает на-
личие множества параллелей, слов, терминов, имеющих одинаковый смысл и значение
между бжедугским дилектом и санкритом. Не говоря о созвучиях и совпадениях фоне-
тического ряда.

Адыгский теоним «Тха» или с этой основой в огромном количестве встречается в Ин-
дии. Например, Шамбала – некое мистическое место в Гималаях, которое стремились
найти художник Николай Рерих, другие ученые и путешественники из разных стран,
имела древнее санскритское название, употребляемое и ныне на Тибете – Агартха (Агар-
ти). И трактуется оно как сакральная божественная территория. Теоним «Тха» выражает
смысл: Бог, Творец, Высшая Сущность. Как и в адыгских языках.

С таким же значением этот теоним фигурирует в старинных греческих, шумерских,
аккадских, хеттских, египетских, мессопотамских текстовых памятниках. Подобные фак-
ты отражены в научной литературе. Если теоним «Тха» в старинных памятниках Ев-
ропы, Африки, Ближнего и Среднего Востока, Центральной Азии встречается не так
часто, в единичных случаях, то на санскрите, в наречиях Тибета, Индии, Непала и дру-
гих мест его употребление носит чуть ли не массовый характер. К примеру, Вайкунтха
– рай бога Вишну в индуизме, Йоговашистха – древнейшая книга на санскрите, по пре-
данию, ниспосланная свыше. На Тибете будд, то есть святых, достигших наивысшего
духовного просветления, именуют тиртханкарами, что означает воплощение божества,
например, Паршванатха. Среди будд были и женщины: Малинатха, Сукхинатха. Царе-
вичу, будущему Будде, при рождении по настоянию служителей культа было дано имя
Гаутама Сиддхартха. «Тха», «Бха», «Дха» – разные произношения и написания одного
и того же божественного смысла (Бхагавад Гита, Дхармсала). Любопытно, что принцип
сдвоенного теонима для усиления его значения употреблялся и в более ранний добуддий-
ский период в других культурах. В частности, в древнеегипетском памятнике фигурирует
«Тхатха» – Бог богов. Соответствует адыгскому Тхашхо – Верховный Бог. По преданию
царь Бхагиратха, чьё могущество подчеркивается сдвоенным теонимом, силой своей мо-
литвы добился у бога Шивы зарождения священной реки Ганга, которой до тех пор не
было.

Как и в адыгских языках, теоним «Тха» образует на санскрите и говорах Гимала-
ев и Тибета имена божеств и людей, религиозных обрядов и трактатов, родовые фами-
лии, названия географических мест, птиц и животных, природных явлений. . . Например,
Тиртха, Джаганатха – места паломничества. Древнейший особо почитаемый монастырь
на Тибете называется Нартанг.

Слово «нарт» встречается у народов, обитающих в Гималаях, на Тибете и в примы-
кающих регионах. Если у нас это – каста воинов, некое закрытое сообщество, отстоящее
от простого народа, а там – небесные духовные наставники людей. В индийском эпосе
«Махабхарата» фигурирует страна Анарта. Схожее звучание имеет термин в некоторых
абхазских диалектах. Одна из версий этимологии термина «нарт» – производное от слова
«ар» (арий, ариец). Если рассуждать в русле санскритской логики, то можно предполо-
жить, что слово «абхаз» означает божественный человек, народ.
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В разных вариациях «шы» (ши, аш) – лошадь встречаются и на востоке, и у ады-
ов. Санскритских корней и другое обозначение коня – «хуара», по смыслу идентичное
аргамаку. У адыгов до сих пор часто употребляется такое название особой лошади.

Герой тибетской и маздеанской мифологии Сосиош (железный всадник) идентичен
нартскому Сосруко (сын железистого камня). Совпадение подвигов, поступков и атрибу-
тики вплоть до наличия уязвимой части тела.

В нартском эпосе и адыгских преданиях фигурирует гора Харама (Хьэрамэ 1уащхьэ,
Хьэрамэ п1алъэ зэтын). На санскрите оно означает священное место жертвоприношений.

Примечательно и то, что у индийского народа тамилы и других есть легенда о суще-
ствовавшей в древности в Индостане Цивилизации Хиттидов. Олег Данкир пишет, что
о Хиттиде первые трактаты появляются в начале XX–го века, когда стали публиковаться
записки офицеров Великобритании, которые во второй половине XIX-го века участвовали
в кампаниях по покорению народов Индостана.

Про одну из таких цивилизаций, по всей видимости, гуманоидного типа, рассказали
монахи затаённого в дебрях джунглей буддийско-индуистского храма Дж. Чарчворду,
которую он назвал Лемурией, а её устроителей лемурийцами в своих записках, которые
в начале XX-го века были воплощены в его труде, воспринятом европейскими научными
снобами, как труд сумасшедшего. При этом Индостан расположен ближе к Индийско-
му океану, а таинственный континент монахи находили в Тихом океане [5]. Как видно,
название этой Цивилизации созвучно с названием Хеттского царства. Это случайное сов-
падение или нет, предстоит выяснить в будущем.

Таким образом, эти все факты говорят, что предки адыгов уходили в восточные края,
в т.ч. в Индию – ИндыпакIэ и возвратились обратно, обогащенные новыми знаниями
и опытом [1, с. 19–22]. Так что, здесь есть о чем подумать.

В процессе миграции древних предков адыгов (черкесов) на Дальний Восток, они
с собой несли многие элементы своей духовной культуры, в частности мифологии, эпо-
са, религии. Следы культурного диалога между племенами Индии и адыгами сохрани-
лись у обоих социумов. Например, в адыгском языке сохранилось много слов, связан-
ных с Индией: Индыл – название реки Волга, Индар (Идар) – личное имя, Индаро-
ко – кабардинская фамилия, Индыш – название притока Кубани в ее верхнем тече-
нии, Синдо- меотское племя, Сантыкъ – кабардинская фамилия, Сындыкъ – кабардин-
ская фамилия и т.д. [1, с. 20].

В индийских сказаниях есть легенда о сбрасывании стариков со скалы. Как известно,
такая легенда есть у адыгов (миф о Бадыноко). Кстати сказать, этот миф перешел от
индусов и к японцам. Он у последних называется «Убасуте» или «Оясуте» – дословно
«отказ от старухи».

Как было сказано выше, в имени основателя Буддизма присутствуют слова «синд»
и «Тхьэ». Он при рождении получил имя Сиддхаттха Гаутама, или Сиддхартха Гаута-
ма. Как видно, во всех произношениях присутствует «Тхэ», то есть, по-адыгски «Бог»
и «синд». Из этого следует, что имя «Сиддхартха» можно перевести как «Синдский Бог»,
или «Бог синдов». В связи с этим, мы полагаем, что этот вопрос требует своего глубокого
изучения, если учесть, что адыгское слово «Тхьэ – Бог» перешло в другие языки мира.

Такой же не малый след оставили на Дальном Востоке и дандары – одни из предков
адыго-абхазов. В частности, они могут быть отожествлены с иллирийскими и троянскими
дарданами. Их можно также отожествлять с Дарде Северной Индии, где название страны
Дардистан на северо-востоке Гиндукуша напоминает их имя. Они должны примыкать к дар-
дарам древней Персии, жившим на берегах Гинда, возле вавилонской границы [2, с. 4—191].
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Здесь следует отметить, что именно и Кавказ входил в зону формирования арийской
расы. Арийцы научились добывать огонь раньше, чем произошло между ними разделение
и откололась индийская ветвь [1, с. 5–140].

Но здесь необходимо учесть одно важное обстоятельство по поводу причин наличия
у греков представлений о Кавказе задолго до колонизации ими нашего края. Мы позво-
лим считать, что это разъединение произошло до этого процесса. Можем полагать, что
арийская раса впервые сложилась в том числе и на Кавказа [1, с. 265–270]. Здесь, на наш
взгляд, задолго до колонизации греками районов Малой Азии, Причерноморья и Приазо-
вья, они контактировали между собой, многие из них имели общие корни.

При этом нужно учитывать и тот факт, что от этих же арийцев, т.е. европейских,
в том числе и от кавказцев откололась часть из них и образовалась индоарийская ветвь.

Еще Н. Я. Марр утверждал, что в Восточной Европе «яфетические», т.е. кавказские
языки предшествовали появлению индоевропейских и алтайских.

Следы арийцев на Кавказе сохранились в его топонимике, гидронимике, в языке, во
многих других названиях. Например, Меотика (Меотида – К. У.) получила свое назва-
ние от имени древнеарийского божества Мапа – Великая Матерь или Питательница. Так
греки считали Меотийское болото Матерью Понта (Черного моря – К. У.), питавшего
и наполнявшего его своими водами через Босфорский пролив. По одной из версии, само
название «Кавказ» древнеарийского происхождения. Первый его слог «каф», «хох» или
«кох» означает гору. Итак, Кавказ – это арийская местность. С Кавказа арийцы неодно-
кратно проникали не только на запад в Европу, от которых образовались индоевропейцы,
но они также проникали в Азию [1, с. 246–247].

Поэтому, неслучайно мы наблюдаем много параллелей в культуре, языке и т.д. адыгов
и народов Запада, в частности, греков и Востока, особенно Индустана.

Многочисленные факты свидетельствуют о том, что индо-арийцы вышли из Европы,
а не наоборот, как принято говорить. История не знает случая, миграции людей из Азии
в сторону Кавказа и Европы до начала нашей эры. Именно предки индо-арийцев вышли
из Европы в Азию, так как трудно предположить, чтобы от маленькой индо-арийской
народности, жившей будто в глубине Азии в Бактриане, отделилось целых шесть мощ-
ных народов (греки, итальянцы, кельты, германцы, славяне, литовцы), прошедших Азию
и занявших всю Европу [1].

Как справедливо отмечает Академик С. А. Арутюнов, в результате экспансий и асси-
миляторской активности мощных племенных союзов, исчезали целые небольшие, восхо-
дившие к соплеменностям древние языковые семьи Европы и Азии, их речь сменялась
индоевропейской речью. Этот процесс начался около IV–III тыс. до н.э. и уже к концу II
тыс. до н.э. охватил огромные пространства от берегов Атлантики до Алтая и Индии.

Параллельно с интеграцией шла и дифференциация: разные племена и племенные
союзы, разные части некогда единой соплеменности, с довольно однородной речью, мате-
риальной, религиозными представлениями, попав в разные природные ландшафты, впи-
тав культурные и речевые особенности местных ассимилированных племен, дали начало
новым, уже существенно друг от друга различавшимся соплеменностям- кельтской, древ-
негерманской, древнеславянской, индоарийской и др. [4, с. 75].

Краткие выводы. Таким образом, история человечества с древнейших времен явля-
лась историей миграций племен, этносов, народов. Этот процесс сопровождался культур-
ным диалогом между ними, т.е. культурной коммуникацией. В этом плане далекие предки
адыгов не являются исключением. Они тоже оставили не мало следов своей культуры как
на западе, так и на востоке. Здесь необходимо отметить, что именно с Малой Азии ли-
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бо с Причерноморья и Кавказа, где они проживали, расселились люди по всей Евразии.
Поэтому мы не случайно наблюдаем наличие многих элементов далеких предков адыгов
и в странах Востока.
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ПЕРСОНАЛИИ
PERSONS

Научно-производственное наследие профессора,
академика АМАН В. Б. Хамукова

10 ноября 2024 года исполнилось бы 85 лет видному адыгскому ученому-агрохимику,
одному из активных членов АМАН и ее президиума (с 1997 года), доктору сельскохозяй-
ственных наук, профессору, Заслуженному агроному Российской Федерации Хамукову
Владимиру Булатовичу.

В. Б. Хамуков родился в старинном адыгском поселении Каменномостское (Къармэ-
хьэблэ) Нагорного района КБАССР. В 1958 году Владимир Булатович с отличием окон-
чил Нальчикский сельскохозяйственный техникум и начал свою трудовую деятельность
в должности агронома на Кабардино-Балкарской опытной станции садоводства, где прио-
ритетом были научно-производственные изыскания по садоводству, виноградарству.
В 1959 году он поступает на сельскохозяйственный факультет КБГУ. Будучи студентом
университета, секретарем комитета комсомола факультета, активно участвует в студен-
ческих мероприятиях, «делах и деяниях»; открылись его публицистические и журна-
листские способности, публикуются его заметки, очерки в СМИ о студенческой жизни,
молодых ученых вуза и т.д. Тяга к журналистике, которую он проявил еще в 17-летнем
возрасте, написав очерк о трудившихся с ним на казахстанской целине земляках, сопро-
вождала его до конца своих дней. Им, членом Союза журналистов СССР, написано более
30 очерков о деятелях сельскохозяйственной науки и передовых производственниках, аг-
рариях, о коллегах и учителях.

В 1964 году Владимир Булатович с отличием заканчивает КБГУ и по распределе-
нию молодых специалистов становится агрономом специализированного плодоовощного
совхоза «Комсомольский» Урванского района Кабардино-Балкарии. Заметив профессио-
нализм и деловые качества молодого специалиста, руководство района и обком ВЛКСМ
уже в следующем году назначают его на должность первого секретаря Урванского рай-
кома комсомола, в которой проявляются его организаторские способности, в частности,
создаются в каждом хозяйстве района комсомольско-молодежные бригады, работающие
на основе взаимопомощи.

Желая заниматься научно-исследовательской деятельностью, он возвращается на Ка-
бардино-Балкарскую опытную станцию садоводства уже в должности научного сотрудни-
ка и одновременно поступает без отрыва от производства в аспирантуру Северо-Кавказ-
ского НИИ садоводства и виноградарства в г. Краснодаре, а в 1971 году под научным
руководством своего старшего коллеги и учителя, видного ученого-агронома Н. П. Дон-
ских успешно защищает диссертацию на соискание ученой степени кандидата сельско-
хозяйственных наук по теме «Влияние ограничения кроны яблонь на интенсивность их
плодоношения».
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В 1977 году Владимира Булатовича приглашают на работу инструктором сельхозотде-
ла обкома КПСС. Здесь проявились его профессионализм и компетентность, отмеченные
руководством республики. А потому его назначают заместителем председателя образо-
ванного объединения «Каббалксельхозхимия», начальником отдела химизации сельского
хозяйства Госагропрома КБАССР, затем директором Кабардино-Балкарской проектно-
изыскательской станции агро-химслужбы,

В 1996 году В. Б. Хамуков защитил в г. Санкт-Петербурге докторскую диссертацию
по теме «Эффективность применения средств химизации под озимую пшеницу, кукуру-
зу и томат в центральной части Северного Кавказа», став первым среди кабардинского
народа доктором сельскохозяйственных наук по агрохимии.

Наряду с производственной деятельностью Владимир Булатович активно и увлеченно
занимался научно-преподавательской работой в Кабардино-Балкарском агромелиоратив-
ном институте (позднее – Кабардино-Балкарская государственная сельскохозяйственная
академия, аграрный университет имени В. М. Кокова) со дня его основания в 1981 го-
ду и вплоть до последних дней своей жизни, где на протяжении без малого тридцати
лет передавал свои научные знания и профессиональный опыт студентам и аспирантам,
молодым ученым, будучи профессором, а затем заведующим кафедрой землеустройства,
читал лекции и проводил практические занятия по дисциплинам «Агрохимия», «Земле-
устройство», «Экология» и др. Под его научным руководством были защищены более
10 кандидатских и докторских работ.

В 1997 году В. Б. Хамуков избирается действительным членом АМАН, а затем и чле-
ном ее Президиума. Архивные документы АМАН свидетельствуют о том, что на всех
заседаниях Президиума и годичных собраний академии В. Б. Хамуков последовательно
и аргументированно продвигал становление и развитие АМАН как научного сообщества
ведущих адыгских исследователей, интегрирующего деятельность в сфере науки, куль-
туры, истории, экологии адыгов.

В процессе научно-производственной и педагогической деятельности им опубликова-
но свыше 150 научных и научно-методических работ, в том числе в журнале «Доклады
АМАН». Его монографические исследования «Экологические проблемы охраны почв от
загрязнения в центральной части Северного Кавказа», «Применение удобрений под гибри-
ды кукурузы разных сроков созревания» и др. не потеряли и сегодня своей значимости,
и актуальности.

Заслуги В. Б. Хамукова достойно оценены страной и республикой. Еще в молодые годы
награжден медалью «За трудовую доблесть», в 1993 году удостоен высокого почетного
звания «Заслуженный агроном Российской Федерации», награжден высшими на то время
наградами республики – Почетной грамотой Президиума Верховного Совета КБАССР
(1989) и Почетной грамотой Кабардино-Балкарской Республики (1999).

В жизни Владимир Булатович был доброжелательным человеком, внимательным
к окружающим. Его жизненным кредо было учиться новому и делиться своими зна-
ниями с другими, с любовью и заботой относиться к землекормилице, а его научно-
производственное наследие является ярким примером синергии научных знаний и прак-
тического опыта.

С. Х. Шхагапсоев,
главный редактор журнала «Доклады АМАН»
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ИНФОРМАЦИЯ ДЛЯ АВТОРОВ И ЧИТАТЕЛЕЙ
Редакция журнала «Доклады АМАН» публикует оригинальные и неопубликованные научные иссле-

дования, посвященные актуальным проблемам в области математических, естественных, технических,
общественных и гуманитарных наук. Не допускается направление в редакцию уже опубликованных ста-
тей или статей, отправленных на публикацию в другие журналы. В случае обнаружения одновре-
менной подачи рукописи в несколько изданий опубликованная статья будет ретрагирована
(отозвана из печати). Мониторинг несанкционированного цитирования осуществляется с помощью
системы «Антиплагиат».

Журнал приветствует статьи, имеющие потенциально высокий импакт-фактор и/или содержащие
материал о значительных достижениях в указанных направлениях. Особое внимание следует уделить
качеству перевода. Желательно, чтобы он был выполнен носителем языка.

Статьи принимаются одновременно в печатном и электронном вариантах. Печатный вариант должен
в точности соответствовать электронному.

Для статей, не содержащих математические формулы, допускается простой текстовой формат (Текст
DOC), без переносов в словах.

Электронный вариант статьи, содержащий математические формулы, таблицы и простые рисунки,
принимается только в формате LaTeX. Статья при этом оформляется в стиле article, размер шрифта -
12 pt, формат бумаги - А4.

При подготовке статьи к публикации в журнале «Доклады АМАН» необходимо учесть следующие
пункты.

1. Указать УДК.

2. Заголовок статьи должен кратко и точно отражать содержание статьи, тематику и результаты
проведенного исследования. Приводится на русском и английском языках.

3. Аннотация (200-250 слов) выполняет функцию расширенного названия статьи и повествует о ее
содержании. В ней должны быть четко обозначены следующие части:
1) Введение (Introduction);
2) Материалы и методы (Materials and Methods);
3) Результаты исследования (Results);
4) Обсуждение и заключение (Discussion and Conclusion).
Приводится на русском и английском языках.

4. Ключевые слова (5-10) являются поисковым образом научной статьи. В связи с этим они
должны отражать основные положения, достижения, результаты, терминологию научного ис-
следования. Приводится на русском и английском языках.

5. Финансирование. Финансовая поддержка, название гранта, номер и т.д., если есть.
Приводится на русском и английском языках.

6. Конкурирующие интересы.Конфликтов интересов в отношении авторства и публикации нет.
Приводится на русском и английском языках.

7. Авторский вклад и ответственность. Авторы участвовали в написании статьи и полностью
несут ответственность за предоставление окончательной версии статьи в печать. Приводится
на русском и английском языках.

8. Основной текст статьи излагается на русском, английском или кабардинском языках.
1) Введение - постановка научной проблемы, ее актуальность, связь с важнейшими задачами,
которые необходимо решить, значение для развития определенной отрасли науки или практи-
ческой деятельности.
2) Обзор литературы. Необходимо описать основные (последние по времени) исследования
и публикации, на которые опирается автор; современные взгляды на проблему; трудности при
разработке данной темы; выделить нерешенные вопросы в пределах общей проблемы, которым
посвящена статья.
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3) Материалы и методы. В данном разделе описываются процесс организации эксперимента,
примененные методики, использованная аппаратура; даются подробные сведения об объек-
те исследования; указывается последовательность выполнения исследования и обосновывает-
ся выбор используемых методов (наблюдение, опрос, тестирование, эксперимент, лаборатор-
ный опыт и т.д.).
4) Результаты исследования. Это основной раздел, цель которого - при помощи анализа, обоб-
щения и разъяснения данных доказать рабочую гипотезу (гипотезы). Результаты должны быть
изложены кратко, но при этом содержать достаточно информации для оценки сделанных выво-
дов. Также должно быть обосновано, почему для анализа были выбраны именно эти данные. Все
названия, подписи и структурные элементы графиков, таблиц, схем и т. д. оформляются на
русском и английском языках. Графический материал, помещаемый в статье, представляется
отдельно, в печатном и электронном виде. Размер единицы графического материала (таблица,
рисунок) не должен превышать 15-20 см, с разрешением не ниже 300 dpi. Электронный ва-
риант должен быть представлен в одном из графических форматов (GIF, PCX, JPEG, BMP,
EPS). Разнохарактерные иллюстрации необходимо приводить к единому стилю графического
исполнения, соблюдая единообразие их оформления.
5) Обсуждение и заключение. В заключении суммируются результаты осмысления темы, дела-
ются выводы, обобщения и рекомендации, вытекающие из работы, подчеркивается их практиче-
ская значимость, а также определяются основные направления для дальнейшего исследования
в этой области.

9. Благодарность. Также авторы могут выразить благодарности своим коллегам за обсужде-
ние и подготовку статьи к печати, а также рецензентам за ценные замечания. Приводится на
русском и английском языках.

10. Список использованных источников (оформляется в соответствии с требованиями ГОСТа
Р 7.05-2008). Статья должна содержать не менее 10 и не более 30 ссылок. Желательно, чтобы
в статье присутствовали ссылки на современные работы (в том числе и зарубежные), изданные
по тематике статьи за последние 5 лет. Рекомендуется избегать необоснованного самоцитиро-
вания авторов (доля ссылок на статьи авторов рукописи не должна превышать 30% от общего
количества ссылок) и самоцитирования журнала (доля ссылок на статьи из журнала «Доклады
АМАН» не должна превышать 30% от общего количества ссылок). Следует указать DOI или
адрес доступа в сети Интернет. Оформляется на русском и английском языках.

11. Информация об авторах. Ф.И.О., организация(и), адрес организации(й) (требуется указать
все места работы автора, в которых выполнялись исследования (постоянное место, место выпол-
нения проекта и др.)), должность и ученое звание, ORCID ID, электронная почта. Приводится
на русском и английском языках.

Объем научной статьи не должен превышать 20 страниц, а для обзора - 40 страниц
формата А4.

Журнал «Доклады АМАН» осуществляет рецензирование всех поступающих в редакцию материа-
лов, соответствующих ее тематике, с целью их экспертной оценки. Все рецензенты являются признанными
специалистами по тематике рецензируемых материалов и имеют в течение последних 3 лет публикации
по тематике рецензируемой статьи. В случае несогласия автора статьи с замечаниями рецензента его
мотивированное заявление рассматривается редакционной коллегией.

Статья, подаваемая к публикации, проходит предварительную проверку на соответствие научному
профилю журнала, оригинальности текста и требованиям к оформлению. Материалы, не соответ-
ствующие этим условиям, отклоняются с указанием причин отказа в приеме.

Политика редакционной коллегии базируется на современных юридических требованиях в отноше-
нии клеветы, авторского права, законности и плагиата, поддерживает Кодекс этики научных публикаций,
сформулированный Комитетом по этике научных публикаций, и строится с учетом этических норм ра-
боты редакторов и издателей, закрепленных в Кодексе поведения и руководящих принципах наилучшей
практики для редактора журнала и Кодексе поведения для издателя журнала, разработанных Комите-
том по публикационной этике (COPE Best Practice Guidelines for Journal Editors).

«Доклады АМАН» – журнал открытого доступа, то есть все содержание находится в свободном
доступе бесплатно для пользователя в соответствии с определением BOAI открытого доступа. Материалы
журнала доступны по лицензии Creative Commons «Attribution» («Атрибуция») 4.0 Всемирная.
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