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УВАЖАЕМЫЕ АВТОРЫ И ЧИТАТЕЛИ!

Научный журнал «Доклады Адыгской (Черкесской)Международной академии наук» –
рецензируемое периодическое научное издание.

Официальный учредитель – Адыгская (Черкесская) Международная академия наук
(АМАН).

Соиздателями журнала являются: Кабардино-Балкарский государственный универ-
ситет им. Х.М. Бербекова; Кабардино-Балкарский государственный аграрный универси-
тет им. В.М. Кокова; Институт экологии горных территорий им. А.К. Темботова
РАН; Институт прикладной математики и автоматизации Кабардино-Балкарского науч-
ного центра РАН.

Цели журнала: координация и интеграция творческой деятельности ученых и дея-
телей искусств, направленной на развитие науки, образования и культуры; содействие
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в области науки, культуры и искусства; поддержка перспективных исследований, в том
числе выполняемых молодыми учеными, деятелями науки и культуры.

Журнал «Доклады Адыгской (Черкесской) Международной академии наук» публику-
ет оригинальные научные статьи (Full Articles) на русском, английском и кабардинском
языках ряда разделов естественных, технических, медицинских, сельско-хозяственных
и гуманитарных наук, и отвечает требованиям, предъявляемым к современному науч-
ному периодическому изданию. Редколлегия журнала представлена ведущими учеными
России, Абхазии, Казахстана, Узбекистана, Турции.

Журнал осуществляет научное рецензирование всех поступающих в редакцию мате-
риалов.

Политика редакционной коллегии базируется на современных юридических требова-
ниях в отношении клеветы, авторского права, законности и плагиата, поддерживает
Кодекс этики научных публикаций, сформулированный Комитетом по этике научных
публикаций, и строится с учетом этических норм работы редакторов и издателей,
закрепленных в Кодексе поведения и руководящих принципах наилучшей практики для
редактора журнала и Кодексе поведения для издателя журнала, разработанных Комите-
том по публикационной этике (COPE Best Practice Guidelines for Journal Editors).

Редакция журнала реализует принцип нулевой толерантности к плагиату. Мониторинг
некорректного цитирования осуществляется с помощью системы «Антиплагиат».

Всем статьям присваивается цифровой идентификатор DOI.
Распространение - Российская Федерация, страны СНГ и Балтии.
Журнал индексируется и архивируется в системе Российского индекса научного цити-

рования (РИНЦ), рассылается в библиотеки ведущих научных и образовательных центров
России, стран ближнего и дальнего зарубежья.

Журнал предоставляет открытый доступ к полным текстам публикаций, т.к. откры-
тый доступ к результатам исследований способствует увеличению глобального обмена
знаниями.

Журнал зарегистрирован комитетом по печати Российской Федерации ПИ No 77-3923
от 30 июня 2000 г.



Adyghe International Scientific Journal. 2025. Vol. 25, No. 2 3

DEAR AUTHORS AND READERS!

The scientific Journal «Adyghe International Scientific Journal» is a peer-reviewed periodi-
cal scientific publication.

The official founder is the Adyghe (Circassian) International Academy of Sciences (IAAS).
The co-publishers of the journal are: Kabardino-Balkarian State University named after

H.M. Berbekov; Kabardino-Balkarian State Agrarian University named after V.M. Kokov;
Institute of Ecology of Mountainous Territories named after A.K. Tembotov of RAS; Institute
of Applied Mathematics and Automation of Kabardin-Balkar Scientific Center of RAS.

The objectives of the Journal: coordination and integration of the creative activities of
scientists and artists, aimed at the development of science, education and culture; promoting
the development of science and education; assistance in the training of highly qualified person-
nel in the field of science, culture and art; support for promising research, including those
carried out by young scientists, scientists and cultural workers.

The Journal «Adyghe International Scientific Journal» publishes original scientific articles
(Full Articles) in Russian, English and Kabardian languages a number of sections of the natural,
technical, medical, agricultural and human sciences, and meets the requirements for a modern
scientific periodical. The Editorial Board of the journal is represented by leading scientists from
Russia, Abkhazia, Kazakhstan, Uzbekistan, and Turkey.

The Journal conducts scientific review of all papers submitted to the Editorial Office.
The Editorial Board policy is based on modern legal requirements concerning libel, copy-

right, legality and plagiarism. It complies with the Code of Ethics for Scientific Publications,
formulated by the Committee on the Ethics of Scientific Publications, and is implemented
taking into account the ethical standards of work of editors and publishers enshrined in the
Code of Conduct and Best Practice Guidelines for Journal Editor developed by the Committee
on Publication Ethics (COPE Best Practice Guidelines for Journal Editors).

The Editorial Board follows the principle of zero tolerance to plagiarism. The incorrect
citation shall be monitored with the help of Antiplagiat system.

All articles are assigned a digital DOI.
The Journal is distributed in Russian Federation, CIS and Baltic countries.
The Journal is indexed and archived in Russian Index of Scientifice Citation (RISC), sent

to the libraries of leading scientific and educational centers in Russia, countries of near and far
abroad.

The Journal offers direct open access to the full-text issues based, because open access to
research results contributes to the global knowledge sharing.
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Аннотация. В работе продолжаются исследования вопросов скорости сходимости груп-
пы отклонений прямоугольных сумм двойных тригонометрических рядов Фурье, начатые
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так называемые обобщенные Lp-гельдеровы пространства H\omega ,p

\bigl( 
T 2
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симационных свойств группы отклонений в обобщенных Lp-гельдеровых пространствах
функций одной переменной – с другой стороны.
Полученные в работе оценки носят порядковый характер и формулируются в терминах
величин, определяющих пространства H\omega ,p

\bigl( 
T 2
\bigr) 
\subset H\omega \ast ,p

\bigl( 
T 2
\bigr) 
, и последовательностей \alpha ,
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1. Обозначения и определения
Пусть T := [ - \pi , \pi ], T 2 := T \times T , 1 \leq p \leq \infty ,

Lp

\bigl( 
T 2
\bigr) 
:=

\left\{       f (x, y) : \| f\| p(T 2) = \| f\| Lp(T 2) :=

\left(  \int \int 
T 2

| f (x, y)| pdxdy

\right)  
1
p

< +\infty 

\right\}       ,

C (T 2) := L\infty (T 2) – пространство непрерывных 2\pi -периодических по каждой из перемен-
ных x и y функций на квадрате периодов T 2 с нормой

\| f\| C(T 2) := max
(x,y)\in T 2

| f (x, y)| ,

S[f ] – двойной тригонометрический ряд Фурье функции f \in L1 (T
2), форма записи кото-

рого даётся в [5].
Положим r :=

\surd 
h2 + s2, \omega (h, s) = \omega 

\bigl( \surd 
h2 + s2

\bigr) 
= \omega (r), h > 0, s > 0, где \omega (r) –

положительная и возрастающая по r > 0 функция,

\Delta hsf (x, y) := f (x+ h, y + s) - f (x, y) ,

H\omega ,p

\bigl( 
T 2
\bigr) 
:=

\Biggl\{ 
f \in Lp

\bigl( 
T 2
\bigr) 
: | f | \omega ,p(T 2) := sup

r>0

\| \Delta hsf\| p(T 2)

\omega (r)
< +\infty 

\Biggr\} 
– обобщенное Lp-гельдерово пространство с нормой

\| f\| \omega ,p(T 2) := \| f\| p(T 2) + | f | \omega ,p(T 2), 1 \leq p \leq \infty , (1)

при этом H\omega (T
2) := H\omega ,\infty (T 2), \| f\| \omega (T 2) := \| f\| \omega ,\infty (T 2).

Радиальный модуль непрерывности функции f \in Lp (T
2) определяется равенством

\omega (f ; t)p = \omega (f ; t)p(T 2) := sup\surd 
h2+s2\leq t

\| \Delta hsf\| p(T )2 .

Пусть, далее,
Emn(f)p = Emn(f)p(T 2) := inf

tmn

\| f  - tmn\| p(T 2)

– наилучшее приближение функции f \in Lp (T
2) тригонометрическими полиномами по-

рядка не выше m относительно x и не выше n относительно y.
2. Постановка задачи
Первые результаты по приближениям функций в гёльдеровых пространствах были

получены авторами рабт [1]–[4].
В работах [6]–[8] автора статьи были исследованы некоторые аппроксимационные свой-

ства групп отклонений рядов Фурье в обобщённых Lp-гёльдеровых пространствах H\omega ,p

функций одной переменой. В частности, пусть

h(n)
\nu (f, \alpha ) = h(n)

\nu (f ;x;\alpha ) :=
\infty \sum 
k=n

\alpha k (\nu ) \rho k (f, x), n \in \BbbN 0, (2)

MATHEMATICS
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где \alpha = (\alpha n (\nu )) – произвольная последовательность неотрицательных функций, опреде-
ленных на множестве V \subset \BbbR , \rho n (f) = \rho n (f ;x) := Sn (f ;x)  - f (x), Sn (f ;x) – частичные
суммы ряда Фурье функции f \in Lp (T ),

H\omega ,p (T ) :=

\Biggl\{ 
f \in Lp (T ) : | f | \omega ,p(T ) := sup

h>0

\| \Delta hf\| p(T )

\omega (h)
< \infty 

\Biggr\} 
,

где \omega (t) – положительная и возрастающая при t > 0 функция, \Delta hf (x) := f (x+ h) - f (x),

\| f\| \omega ,p(T ) := \| f\| p(T ) + | f | \omega ,p(T ).

В принятых обозначениях в [7] было доказано следующее утверждение, являющееся
Lp-аналогом результата автора (см., например, [6]), формулировка которого также содер-
жится в [5, теорема А].

Теорема А ([6]–[8]). Пусть 0 \leq \theta < 1 и \alpha = (\alpha n (\nu )), n \in \BbbN 0, – последователь-
ность неотрицательных функций, невозрастающая по n. Тогда для любой функции
f \in H\omega ,p (T ) \subset H\omega \ast ,p (T ), 1 \leq p \leq \infty , справедливо соотношение

\bigm\| \bigm\| h(n)
\nu (f, \alpha )

\bigm\| \bigm\| 
\omega \ast ,p(T )

= O (1) sup
h>0

(\omega (h))\theta 

\omega \ast (h)
\times 

\times 

\Biggl\{ 
(n+ 1)\alpha n (\nu )

\biggl( 
\omega 

\biggl( 
1

n+ 1

\biggr) \biggr) 1 - \theta 

+
\infty \sum 
k=n

\alpha k (\nu )

\biggl( 
\omega 

\biggl( 
1

k + 1

\biggr) \biggr) 1 - \theta 
\Biggr\} 
, n \in \BbbN 0, (3)

гдеO (1) – величина, равномерно ограниченная поn, \nu и зависящая, вообще говоря, от f , p, \theta .
Из соотношения (3) вытекают, в частности, оценки приближения \alpha -методов суммиро-

вания рядов Фурье, уточняющие и обобщающие известные оценки в этом направлении
(см. [1]–[4]). Для интегральных операторов типа Фейера аналогичное утверждение ранее
было установлено в [9].

В ряде важных частных случаев соотношение (3) точно по порядку [7].
Рассмотрим двумерные аналоги величин (2):

hmn
\mu \nu (f, \alpha ) = hmn

\mu \nu (f ;x, y;\alpha ) :=
\infty \sum 

i=m

\infty \sum 
j=n

\alpha ij (\mu , \nu ) \rho ij (f ;x, y), (4)

m,n \in \BbbN 0, \alpha = (\alpha ij (\mu , \nu )) – двойная последовательность неотрицательных функций пере-
менных (\mu , \nu ) \in \~V \subset \BbbR 2,

\rho ij (f) = \rho ij (f ;x, y) := Sij (f ;x, y) - f (x, y) ,

где

Smn (f) = Smn (f ;x, y) :=
1

\pi 2

\int \int 
T 2

f (x+ u, y + v)Dm (u)Dn (v) dudv =

=
1

\pi 2

\pi \int 
0

\pi \int 
0

(f (x+ u, y + v) + f (x+ u, y  - v) + f (x - u, y + v) + f (x - u, y  - v))Dm (u)Dn (v) dudv

(5)

МАТЕМАТИКА
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– интегральное представление прямоугольных частичных сумм двойного ряда Фурье S [f ],

Dk (t) :=
sin
\bigl( 
k + 1

2

\bigr) 
t

2 sin t
2

, k \in \BbbN 0,

– ядра Дирихле.
В данной работе ставится задача получения двумерного аналога теоремы А с одной

стороны, и распространение результатов работы [5] на Lp-гёльдеровы пространства –
с другой стороны.

3. Вспомогательные утверждения
Достаточные условя включения H\omega ,p (T

2) \subset H\omega \ast ,p (T
2), 1 \leq p \leq \infty , такие же, как

приведенные в работе [5].
В частности, если \omega (r) = r\alpha , \omega \ast (r) = r\beta , r > 0, 0 \leq \beta < \alpha \leq 1, то H\alpha ,p (T

2) \subset H\beta ,p (T
2)

(H0,p (T
2) := Lp (T

2)).
В дальнейшем полагаем

\| f\| \omega ,p(T 2) = \| f\| \omega ,p, | f | \omega ,p(T 2) = | f | \omega ,p.

Лемма 1. Пусть \alpha = (\alpha ij) = (\alpha ij (\mu , \nu )) , i, j \in \BbbN 0 – двойная последовательность
неотрицательных функций, удовлетворяющая условиям

\alpha ij  - \alpha (i+1)j  - \alpha i(j+1) + \alpha (i+1)(j+1) \geq 0;

\alpha ij  - \alpha (i+1)j \geq 0, \alpha ij  - \alpha i(j+1) \geq 0.
(6)

Тогда для каждой функции f \in Lp (T
2), 1 \leq p \leq \infty , и для всех m,n \in \BbbN 0 справедливо

неравенство \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

(m+ 1) (n+ 1)

2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ij\rho ij (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\leq K\alpha mnEmn(f)p, (7)

где K – положительная постоянная, независящая от m, n, p и f .
Доказательство. Отметим, что при доказательстве данной леммы используется стан-

дартный в подобных утверждениях подход (см., например, [10], [11]). Пусть

\delta mn (f) = \delta mn (f ;x, y) := f (x, y) - t\ast mn (x, y) ,

где t\ast mn (x, y) – полином наилучшего приближения функции f \in Lp (T
2), 1 \leq p \leq \infty .

Тогда
\| \delta mn (f)\| p = Emn(f)p. (8)

Принимая во внимание равенство

Sij (tmn;x, y) = tmn (x, y) , i \geq m, j \geq n,

запишем отклонение \rho ij (f) в виде

\rho ij (f ;x, y) = \delta nm (f ;x, y) + Sij (\delta mn;x, y) . (9)

MATHEMATICS
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Полагая

Fx,y (f ;u, v) := \delta nm (f ;x+ u, y + v) + \delta nm (f ;x+ u, y  - v)+

+\delta nm (f ;x - u, y + v) + \delta nm (f ;x - u, y  - v) ,

вследствие (5) будем иметь

Sij (\delta mn;x, y) =
1

\pi 2

\pi \int 
0

\pi \int 
0

Fx,y (f ;u, v)Di (u)Dj (v) dudv. (10)

Учитывая (8), (9) и свойства последовательности \alpha , находим\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

(m+ 1) (n+ 1)

2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ij\rho ij (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\leq 

\leq 1

(m+ 1) (n+ 1)

2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ij\| \delta mn (f)\| p +

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

(m+ 1) (n+ 1)

2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ijSij (\delta mn (f))

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\leq 

\leq \alpha mnEmn(f)p +

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

(m+ 1) (n+ 1)

2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ijSij (\delta mn (f))

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

. (11)

Введем следующие обозначения:

em1 :=

\biggl[ 
0,

1

m

\biggr] 
, em2 :=

\biggl[ 
1

m
,\pi 

\biggr] 
,

en1 :=

\biggl[ 
0,

1

n

\biggr] 
, en2 :=

\biggl[ 
1

n
, \pi 

\biggr] 
,

Emn
k,l := emk \times enl, k, l = 1, 2,

Jkl
mn(f ;\alpha )p :=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

(m+ 1) (n+ 1)

2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

Iklij (f ;\alpha )

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

,

где

Iklij (f ;\alpha ) = Iklij (f ;x, y;\alpha ) :=
\alpha ij

\pi 2

\int \int 
Emn

kl

Fx,y (f ;u, v)Di (u)Dj (v) dudv.

С учетом принятых обозначений имеем\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

(m+ 1) (n+ 1)

2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ij\rho ij (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\leq \alpha mnEmn(f)p +
2\sum 

k=1

2\sum 
l=1

Jkl
mn(f ;\alpha )p. (12)

Принимая во внимание неравенства

| Dk (t)| < k + 1, \| Fx,y (f)\| p \leq 4Emn(f)p,

МАТЕМАТИКА
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в силу обобщенного неравенства Минковского для интегралов (см., например, [11]) при
1 \leq p < \infty и соответствующего неравенства при p = \infty находим

J11
mn(f ;\alpha )p \leq 

1

(m+ 1) (n+ 1)
\times 

\times 
2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ij (i+ 1) (j + 1)

\pi 2

\int \int 
Emn

11

\| Fx,y (f ;u, v)\| pdudv \leq K1\alpha mnEmn(f)p. (13)

Далее воспользуемся известными неравенствами\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2n\sum 
j=n

\lambda j

\Biggl\{ 
sin jt

cos jt

\Biggr\} \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| < 2\pi \lambda n

t
, 0 < t \leq \pi ,

где (\lambda k) – невозрастающая последовательность неотрицательных чисел, а также неравен-
ством

sin t \geq 2t

\pi 
, 0 \leq t \leq \pi 

2
.

Вследствие этого имеем

J12
mn(f ;\alpha )p =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

(m+ 1) (n+ 1)

2m\sum 
i=m

1

\pi 2

\int 
em1

Di (u)

\int 
en2

Fx,y (f ;u, v)

2 sin v
2

2n\sum 
j=n

\alpha ij sin

\biggl( 
j +

1

2

\biggr) 
vdvdu

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\leq 

\leq K2

n+ 1

2m\sum 
i=m

i\alpha in

\int 
Emn

12

\| Fx,y (f)\| p
v2

dvdu \leq K3\alpha mnEmn(f)p. (14)

Аналогично получаем
J21
mn(f ;\alpha )p \leq K4\alpha mnEmn(f)p. (15)

Для оценки величины J22
mn(f ;\alpha )p воспользуемся условиями (6) и преобразованием Хар-

ди (см., например, [12, с. 39–40]), вследствие которого будем иметь\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ij\varphi 
k
i (u)\varphi 

l
j (v)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq K5\alpha mn

uv
,
0 < u \leq \pi ,
0 < v \leq \pi ,

где k, l = 0, 1,

\varphi q
\gamma (t) :=

\Biggl\{ 
cos \gamma t, q = 1,

sin \gamma t, q = 0.

Тогда

J22
mn(f ;\alpha )p \leq 

K6

(m+ 1) (n+ 1)
\times 

\times 
\int \int 
Emn

22

\| Fx,y (f ;u, v)\| p
uv

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ij sin

\biggl( 
i+

1

2

\biggr) 
u sin

\biggl( 
j +

1

2

\biggr) 
v

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dudv \leq 
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\leq K7\alpha mn

(m+ 1) (n+ 1)

\int \int 
Emn

22

\| Fx,y (f)\| p
(uv)2

dudv \leq K8\alpha mnEmn(f)p. (16)

Объединяя оценки (13)–(16), из (12) окончательно приходим к неравенству (7).
Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Пусть 0 \leq \theta < 1 и выполнены условия леммы 1. Тогда для каждой функции

f \in H\omega ,p (T
2), 1 \leq p \leq \infty , при всех m, n \in \BbbN 0 справедливо неравенство\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

(m+ 1) (n+ 1)

2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ij\rho ij (\Delta hsf)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\leq 

\leq C| f | \omega ,p\alpha mn(\omega (r))\theta 
\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

,

где C – положительная постоянная, независящая от m, n, p, \theta и f .
Доказательство. На основании неравенства Джексона (см., например., [13, с. 136])

Emn(f)p \leq C1\omega 

\Biggl( 
f ;

\sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) 
p

,

где C1 – положительная постоянная, независящая от f , p, m и n, с учетом неравенства
(7) получаем\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

(m+ 1) (n+ 1)

2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ij\rho ij (f)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\leq K2\alpha mn\omega 

\Biggl( 
f ;

\sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) 
p

. (17)

В силу оценки (17) заключаем\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

(m+ 1) (n+ 1)

2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ij\rho ij (\Delta hsf)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\leq 

\leq C2\alpha mn\omega 

\Biggl( 
\Delta hsf ;

\sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) 
p

. (18)

Учитывая неравенства

\omega 
\Bigl( 
\Delta hsf ;

\surd 
u2 + v2

\Bigr) 
p
\leq 2\| \Delta hsf\| p,

\omega 
\Bigl( 
\Delta hsf ;

\surd 
u2 + v2

\Bigr) 
p
\leq 2\omega 

\Bigl( 
f ;

\surd 
u2 + v2

\Bigr) 
p
,
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где f \in H\omega ,p (T
2), вследствие (18) с одной стороны имеем\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

(m+ 1) (n+ 1)

2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ij\rho ij (\Delta hsf)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\leq 2C2\alpha mn\| \Delta hsf\| p \leq 

\leq 2C2| f | \omega ,p\alpha mn\omega 
\Bigl( \surd 

h2 + s2
\Bigr) 
. (19)

С другой стороны, \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

(m+ 1) (n+ 1)

2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ij\rho ij (\Delta hsf)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\leq 

\leq 2C2\alpha mn\omega 

\Biggl( 
f ;

\sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) 
p

\leq 

\leq 2C2| f | \omega ,p\alpha mn\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) 
. (20)

Следовательно, в силу (19) и (20) получаем\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 1

(m+ 1) (n+ 1)

2m\sum 
i=m

2n\sum 
j=n

\alpha ij\rho ij (\Delta hsf)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
p

\leq 

\leq C| f | \omega ,p\alpha mn

\Bigl( 
\omega 
\Bigl( \surd 

h2 + s2
\Bigr) \Bigr) \theta \Biggl( 

\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

.

Лемма 2 доказана.

4. Основной результат и следствия Переходя к основному результату работы,
положим

K (f, \omega , \omega \ast , p, \theta ) := \~C\| f\| \omega ,p

\Biggl( 
2\theta + sup

r>0

(\omega (r))\theta 

\omega \ast (r)

\Biggr) 
, \~C \equiv const > 0.

Двумерный аналог теоремы А содержится в следующем утверждении.
Теорема 1. Пусть 0 \leq \theta < 1 и последовательность \alpha удовлетворяет условиям (6).

Тогда для каждой функции f \in H\omega ,p (T
2) \subset H\omega \ast ,p (T

2), 1 \leq p \leq \infty , при всех m,n \in \BbbN 0

справедливо неравенство \bigm\| \bigm\| hmn
\mu \nu (f ;\alpha )

\bigm\| \bigm\| 
\omega \ast ,p

\leq K (f, \omega , \omega \ast , p, \theta )\times 

\times 

\left(  (m+ 1) (n+ 1)\alpha nm

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

+
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+(m+ 1)
\infty \sum 
j=n

\alpha mj

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(j + 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

+

+(n+ 1)
\infty \sum 

i=m

\alpha in

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(i+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

+

+
\infty \sum 

i=m

\infty \sum 
j=n

\alpha ij

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(i+ 1)2
+

1

(j + 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 
\right)  , (21)

где hmn
\mu \nu (f, \alpha ) – величина, определяемая равенством (4).

Доказательство. Доказательство данной теоремы в общих чертах повторяет дока-
зательство соответствующего утверждения (см. теорему 1) работы [5], поэтому наметим
лишь схему доказательства. Требуется оценить величину

\bigm\| \bigm\| hmn
\mu \nu (f, \alpha )

\bigm\| \bigm\| 
\omega \ast ,p

=
\bigm\| \bigm\| hmn

\mu \nu (f, \alpha )
\bigm\| \bigm\| 
p
+ sup

r>0

\bigm\| \bigm\| \Delta hsh
mn
\mu \nu (f, \alpha )

\bigm\| \bigm\| 
p

\omega \ast (r)
. (22)

На основании леммы 2 и свойств последовательности \alpha имеем\bigm\| \bigm\| \Delta hsh
mn
\mu \nu (f, \alpha )

\bigm\| \bigm\| 
p
\leq 

\leq C1| f | \omega ,p(\omega (r))\theta 

\left(  (m+ 1) (n+ 1)\alpha mn

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

+

+(m+ 1)
\infty \sum 
j=n

\alpha mj

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(j + 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

+

+(n+ 1)
\infty \sum 

i=m

\alpha in

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(i+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

+

+
\infty \sum 

i=m

\infty \sum 
j=n

\alpha ij

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(i+ 1)2
+

1

(j + 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 
\right)  .

Следовательно, \bigm| \bigm| hmn
\mu \nu (f, \alpha )

\bigm| \bigm| 
w\ast ,p

\leq C1| f | \omega ,psup
r>0

(\omega (r))\theta 

\omega \ast (r)
\times 

\times 

\left(  (m+ 1) (n+ 1)\alpha mn

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

+

+(m+ 1)
\infty \sum 
j=n

\alpha mj

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(j + 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

+
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+(n+ 1)
\infty \sum 

i=m

\alpha in

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(i+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

+

+
\infty \sum 

i=m

\infty \sum 
j=n

\alpha ij

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(i+ 1)2
+

1

(j + 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 
\right)  . (23)

Подобным образом с учетом оценки (17) будем иметь

\bigm\| \bigm\| hmn
\mu \nu (f, \alpha )

\bigm\| \bigm\| 
p
\leq C2

\Biggl( 
(m+ 1) (n+ 1)\alpha mn\omega 

\Biggl( 
f ;

\sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) 
p

+

+(m+ 1)
\infty \sum 
j=n

\alpha mj\omega 

\Biggl( 
f ;

\sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(j + 1)2

\Biggr) 
p

+

+(n+ 1)
\infty \sum 

i=m

\alpha in\omega 

\Biggl( 
f ;

\sqrt{} 
1

(i+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) 
p

+

+
\infty \sum 

i=m

\infty \sum 
j=n

\alpha ij\omega 

\Biggl( 
f ;

\sqrt{} 
1

(i+ 1)2
+

1

(j + 1)2

\Biggr) 
p

\right)  . (24)

Применяя неравенства
\omega 
\Bigl( 
f ;

\surd 
u2 + v2

\Bigr) 
p
\leq 2\| f\| p,

\omega 
\Bigl( 
f ;

\surd 
u2 + v2

\Bigr) 
p
\leq | f | \omega ,p\omega 

\Bigl( \surd 
u2 + v2

\Bigr) 
p
,

из (24) следует оценка \bigm\| \bigm\| hmn
\mu \nu (f, \alpha )

\bigm\| \bigm\| 
p
\leq 

\leq C22
\theta \| f\| \omega ,p

\left(  (m+ 1) (n+ 1)\alpha mn

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

+

+(m+ 1)
\infty \sum 
j=n

\alpha mj

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(m+ 1)2
+

1

(j + 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

+

+(n+ 1)
\infty \sum 

i=m

\alpha in

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(i+ 1)2
+

1

(n+ 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

+

+
\infty \sum 

i=m

\infty \sum 
j=n

\alpha ij

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(i+ 1)2
+

1

(j + 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 
\right)  . (25)

Принимая во внимание оценки (22), (23), (25), получаем неравенство (21). Теорема 1
доказана.
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Обозначая h\mu \nu (f, \alpha ) := h00
\mu \nu (f, \alpha ), на основании неравенства (21) приходим к оценке,

имеющей приложение в вопросах аппроксимации функций матричными или непрерыв-
ными методами суммирования их рядов Фурье в пространствах H\omega ,p (T

2).
Следствие 1. Пусть 0 \leq \theta < 1 и последовательность \alpha удовлетворяет условиям

(6). Тогда для каждой функции f \in H\omega ,p (T
2) \subset H\omega \ast ,p (T

2), 1 \leq p \leq \infty , справедливо
неравенство

\| h\mu \nu (f, \alpha )\| \omega \ast ,p \leq 

\leq K (f, \omega , \omega \ast , p, \theta )
\infty \sum 
i=0

\infty \sum 
j=0

\alpha ij (\mu , \nu )

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(i+ 1)2
+

1

(j + 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

. (26)

Далее заметим, что если выполнено условие

\infty \sum 
i=0

\infty \sum 
j=0

\alpha ij (\mu , \nu ) = 1, (\mu , \nu ) \in \~V \subset \BbbR 2,

то последовательность \alpha определяет \alpha -методы суммирования рядов Фурье. К примеру,
если

\alpha ij (m+ 1, n+ 1) :=

\Biggl\{ 
1

(m+1)(n+1)
, 0 \leq i \leq m; 0 \leq j \leq n,

0, i > m, j > n,

и

\sigma mn (f) = \sigma mn (f ;x, y) :=
1

(m+ 1) (n+ 1)

m\sum 
i=0

n\sum 
j=0

Sij (f ;x, y),

то для средних Фейера \sigma mn (f) на основании (26) получаем оценку

\| f  - \sigma mn (f)\| \omega \ast ,p \leq 

\leq K (f, \omega , \omega \ast , p, \theta )
1

(m+ 1) (n+ 1)

m\sum 
i=0

n\sum 
j=0

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(i+ 1)2
+

1

(j + 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

. (27)

Полагая \alpha = \alpha ij (\mu , \nu ) = (1 - \mu ) (1 - \nu )\mu i\nu j, 0 < \mu < 1, 0 < \nu < 1,

A\mu \nu (f) = A\mu \nu (f ;x, y) := (1 - \mu ) (1 - \nu )
\infty \sum 
i=0

\infty \sum 
j=0

\mu i\nu jSij (f ;x, y),

для средних Абеля–Пуассона будем иметь

\| f  - A\mu \nu (f)\| \omega \ast ,p \leq 

\leq K (f, \omega , \omega \ast , p, \theta ) (1 - \mu ) (1 - \nu )
\infty \sum 
i=0

\infty \sum 
j=0

\mu i\nu j

\Biggl( 
\omega 

\Biggl( \sqrt{} 
1

(i+ 1)2
+

1

(j + 1)2

\Biggr) \Biggr) 1 - \theta 

.

Пусть теперь \theta = \gamma 
\alpha 
. Тогда для пространств Липшица–Гельдера H\gamma ,p (T

2) в случае,
например, средних Фейера \sigma mn (f) из (27) вытекают следующие оценки.
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Следствие 2. Пусть 0 \leq \gamma < \alpha \leq 1. Тогда для каждой функции f \in H\alpha ,p (T
2),

1 \leq p \leq \infty .

\| f  - \sigma mn (f)\| \gamma ,p =

\left\{       
O (1)

\Bigl( \sqrt{} 
1

(m+1)2
+ 1

(n+1)2

\Bigr) \alpha  - \gamma 

, \alpha  - \gamma < 1,

O (1)

\Biggl( \sqrt{} \Bigl( 
\mathrm{l}\mathrm{n}(m+1)
m+1

\Bigr) 2
+
\Bigl( 

\mathrm{l}\mathrm{n}(n+1)
n+1

\Bigr) 2\Biggr) 
, \alpha  - \gamma = 1.
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Math. Hung. 1983. 41, No. 1–2. Pp. 67–74.
4. Leindler L., Meir A., Totik V. On approximations of continuous functions in Lipshitz norms //

Acta Math. Hung. 1985. Т. 45. No. 3–4. Pp. 441–443.
5. Ласурия Р.А., Голава М.Р. Сильная аппроксимация функций двойными рядами Фурье

в обобщенных гёльдеровых пространствах // Доклады АМАН. 2024. Т. 24, No 1. С. 23–35.
DOI: https://doi.org/10.47928/1726-9946-2024-24-1-23-35; EDN: QFMIGO.

6. Ласурия Р.А. Аппроксимация и группы отклонений рядов Фурье в обобщенных Гёльдеровых
пространствах. Сухум: АГУ, 2017. 285 с.

7. Ласурия Р.А. Оценки группы уклонений в обобщенных Lp- гёльдеровых пространствах //
Вестник АНА. 2015. Т. 5. C. 120–135.

8. Ласурия Р.А. Группы отклонений рядов Фурье в обобщенных гёльдеровых пространствах //
Укр. мат. журн. 2016. Т. 68, № 8. С. 1056–1067.

9. Ласурия Р.А. О приближении функций, заданных на всей действительной оси, операторами
типа Фейера в обобщенной гёльдеровой метрике // Матем. заметки. 2007. Т. 81, № 4.
С. 547–552.

10. Пачулиа Н.Л. О сильной суммируемости рядов Фурье. Вопросы суммирования простых
и кратных рядов Фурье. К., препринт/АН УССР. Ин-т математики, 1987. С. 44–50.

11. Никольский С.М. Приближение функций многих переменных и теоремы вложения. М.: На-
ука, 1977. 456 с.

12. Челидзе В. Г. Некоторые методы суммирования двойных рядов и двойных интегралов. Тби-
лиси: Тбилисский ун-т, 1977. 399 с.

13. Тиман М.Ф. Аппроксимация и свойства периодических функций. К.: Наук. думка. 2009.
376 с.

Поступила 15.04.2025; одобрена после рецензирования 03.06.2025; принята к публи-
кации 07.06.2025.

Об авторе:
Ласурия Роберт Андреевич, доктор физико-математических наук, член-корреспондент

АНУ, профессор, лауреат Государственной премии им. Г. А. Дзидзария в области естественных
наук, заслуженный работник высшей школы Республики Абхазия (Республика Абхазия, г. Су-
хум, ул. Университетская 1), ORCID: 0000-0003-2388-6070, rlasuria67@yandex.ru

MATHEMATICS



24 Доклады АМАН. 2025. T. 25, No 2

References
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ANA. 2015. Vol. 5. Pp. 120–135. (In Russian)

8. Lasuria R.A. Deviation groups of Fourier series in generalised Hölder spaces // Ukr. mat. zhurn.
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На сегодняшний день российская вакуумная электроника сохраняет лидирующие по-
зиции в ряде ключевых направлений, особенно в области создания устройств на основе
движения свободных электронов в вакууме. Одним из перспективных направлений явля-
ется вакуумная микроэлектроника (ВМЭ) — инновационная область, основанная на при-
менении микротехнологий для разработки компактных миниатюрных устройств. Прин-
ципы ВМЭ базируются на классической физике, описывающей движение электронов в ва-
кууме [1].

Современное состояние российской вакуумной электроники

При анализе текущего состояния экспериментальных исследований в сфере вакуумной
микроэлектроники важно отметить, что устройства вакуумной эмиссионной электроники
обладают значительными преимуществами перед твердотельными аналогами. Они пре-
восходят их по таким параметрам, как:

\bullet быстродействие;
\bullet качество сигнала;
\bullet предельная рабочая частота;
\bullet низкий уровень шумов;
\bullet устойчивость к внешним воздействиям (радиационным, температурным и электро-

магнитным).
Высокая плотность тока эмиссии холодных катодов (ХК) открывает широкие возмож-

ности для создания современной силовой электроники [2], а также мощных источников
света и СВЧ-приборов [3], таких как магнетроны, клистроны и лампы бегущей волны
(ЛБВ).

Ученые АО «НПП «Радий» активно занимаются как совершенствованием существую-
щих технологий, так и созданием принципиально новых типов электронных компонентов,
основанных на новых физических эффектах. Одним из ярких примеров является разра-
ботка и реализация макета вакуумного микротриода, который сочетает в себе лучшие, по
сравнению с твердотельными триодами, электрические параметры и возможность инте-
грации его в гибридные микросистемы, объединяющие вакуумные технологии с традици-
онными методами микроэлектроники.

В настоящее время предприятие обладает уникальной технологией создания ключевых
элементов ВМЭ — автоэмиссионных холодных катодов (ХК) и сеточных элементов (СЭ),
а также комбинированных миниатюрных катодно-сеточных (КСУ) и анодно-сеточных
(АСУ) узлов. Характеристики этих изделий значительно превосходят мировые аналоги,
однако их практическое применение ограничено рядом факторов. Одним из таких фак-
торов является негативное воздействие остаточного газа на параметры ХК. Это явление
связано с бомбардировкой поверхности катода ионами, возникающими при ионизации
остаточного газа в вакуумном зазоре триода и особенно сильно проявляются в услови-
ях технического вакуума при наличии сильных электрических полей. Вторым непреодо-
лимым ограничением является отсутствие необходимых управляющих сеток. Качество
серийно выпускаемых металлических сеток не позволяет достичь нужного уровня мини-
атюризации катодно-сеточных узлов из-за сложности обеспечения их упругих свойств,
исключающих провисание при высоких температурах. Все это делает весьма актуальной
задачей разработку и создание эффективных холодных катодов и сеточных элементов.

Требуемые автоэмиссионные катоды должны обеспечивать высокие токи и длитель-
ный срок службы в условиях технического вакуума. Для этого необходимо:

\bullet оптимизировать материалы и структуры катодов;
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\bullet минимизировать влияние внешних факторов;
\bullet повысить их устойчивость к деградации.
Другой актуальной задачей является разработка эффективных управляющих сеток,

которые должны обладать:
\bullet высокой прозрачностью для минимизации потерь сигнала;
\bullet механической прочностью, чтобы выдерживать значительные токовые и тепловые

нагрузки;
\bullet устойчивостью к деформациям, вызванным нагревом в процессе работы.
Для демонстрации возможностей ВМЭ учеными АО «НПП «Радий» и КБУ были вы-

полнены исследования в области материаловедения, технологии изготовления холодных
катодов и сеточных элементов, оптимизации их характеристик и создания на их базе
макетного образца вакуумного микротриода (ВМТ).

Изготовления базовых компонентов для макетного образца ВМТ

Технологический процесс создания базовых компонентов для макетного образца ва-
куумного микротриода (ВМТ) включал отработку методов формирования монолитных
тонкопленочных структур на кремниевой подложке. Основное внимание уделялось изго-
товлению катодно-сеточного узла (КСУ), который являются основными функциональным
блоками ВМТ [4].

На рис. 1 представлена схема одной ячейки макета ВМТ (слева) и фотография от-
дельной ячейки КСУ, выполненной в кремниевой пластине с использованием методов
субмикронной микромеханики.

Рис. 1. Схема отдельной ячейки макета ВМТ (слева) и фотография отдельной ячейки КСУ, вы-
полненной в пластине кремния методом субмикронной микромеханики. 1 — эмиссионная пленка
(холодный катод); 2 — вытягивающий электрод (сетка); 3 — изолятор; 4 — кремниевая подложка;
5 — анод-коллектор
Fig. 1. Diagram of a separate cell of the TDC layout (on the left) and a photograph of a separate CSR
cell made in a silicon wafer using submicron micromechanics. 1 — emission film (cold cathode); 2 —
pull–out electrode (grid); 3 — insulator; 4 — silicon substrate; 5 — anode collector

Ячейки КСУ обладают гибкими возможностями управления:
\bullet их можно либо контролировать индивидуально, используя сформированные метал-

лические электроды;
\bullet либо объединять в массивы для реализации интегрального управления.
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Каждая ячейка КСУ состоит из следующих элементов.
1. Холодный катод — источник автоэмиссионных электронов.
2. Вытягивающий электрод — обеспечивает формирование и управление потоком элек-

тронов.
3. Изолятор — гарантирует электрическую развязку между элементами.
4. Кремниевая подложка — основа конструкции, обеспечивающая механическую проч-

ность и совместимость с микроэлектронными технологиями.
5. Анод-коллектор — собирает электроны, завершая траекторию их движения.
Ячейки АСУ аналогичны по конструкции КСУ, но вместо эмиссионной пленки 1 на-

носится металлическая пленка.

Холодный катод
Для создания автоэмиссионных катодов был использован метод плазмохимического

осаждения из газовой фазы (PCVD). Процесс включал осаждение углеродной пленки на
кремниевую подложку размером 7×18 мм из активированной разрядом постоянного то-
ка газовой смеси, состоящей из водорода (H2) и метана (CH4) [5]. Полученные пленки
характеризуются уникальной морфологией поверхности, представляющей собой углерод-
ные наностенки. Такая структура обеспечивает высокую плотность эмиссии электронов,
что делает их перспективными для применения в вакуумной микроэлектронике. На рис. 2
представлена иллюстрация метода и типичная морфология данных углеродных пленок,
демонстрирующая их однородность и наноструктурированность.

(а) (б)
Рис. 2. Иллюстрация метода (а) и морфология поверхности углеродной пленки (б). Полученные
автоэмиссионные катоды подвергались многоэтапному тестированию для оценки их эмиссионных
свойств, стабильности работы и долговечности
Fig. 2. Illustration of the method (a) and morphology of the carbon film surface (b). The obtained
autoemission cathodes were subjected to multi-stage testing to assess their emission properties, stability
and durability

1. Предварительная проверка в импульсном режиме.

Изначально катоды тестировались в диодной схеме с межэлектродным зазором 250 мкм
в условиях высокого вакуума (10 - 6 Тор) в импульсном режиме. Параметры импульсов со-
ставляли:

\bullet частота — 50 Гц,
\bullet длительность — 100 мкс.
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В качестве анода использовался проводящий люминесцентный экран, который позво-
лял визуализировать распределение электронного потока. Равномерное свечение люми-
нофора по всей площади катода при малых токах подтверждает однородность эмиссии
и отсутствие дефектов поверхности.

2. Испытания в режиме стабилизации постоянного тока.
На следующем этапе катод устанавливался в сборку с медным анодом диаметром 1 мм

и тестировался в вакууме при межэлектродном зазоре 120 мкм. Испытания проводились
в режиме стабилизации постоянного тока. Для повышения надежности катод подвергался
высокотемпературной тренировке.

Катод помещался в специальную вакуумную разборную камеру, рассчитанную на экс-
тремальные температуры. После откачки до остаточного давления 1,2×10 - 7 Тор камера
нагревалась до 2800°C и выдерживалась при этой температуре в течение 6 ч. [6].

После остывания катод продемонстрировал значительное улучшение эмиссион-
ных свойств, снижение порогового напряжения эмиссии и более крутую вольтамперную
характеристику (ВАХ) (рис. 3).

Рис. 3. ВАХ в процессе ресурсных испытаний
Fig. 3. VAC in the process of resource testin

Этот этап был критически важен для обеспечения долговременной стабильности ка-
тода в последующих экспериментах.

3. Оценка срока службы и устойчивости к нагрузкам.
Для оценки долговечности катод подключался к диодной схеме с анодом из специаль-

ного легированного материала, обладающего повышенной прочностью и устойчивостью
к коррозии. Испытания проводились в режиме непрерывного тока с постоянной плотно-
стью тока 1 А/см2.

Основное внимание уделялось изменению эмиссионных характеристик со временем.
Катод успешно работал в течение 500 ч. без пробоев, демонстрируя высокую стабильность
приложенного электрического поля (рис. 4).

4. Исследование электрических пробоев и их влияния на катод.
В ходе эксперимента были зафиксированы и детально изучены случаи возникновения

электрических пробоев, а также их влияние на эмиссионные свойства катода. Пробои,
возникающие при повышенных напряжениях или перегрузках, могут приводить к локаль-
ным повреждениям поверхности катода, снижению его эмиссионной способности и даже
полному выходу из строя.
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Рис. 4. Ресурсные испытания при токе 1 А/см2

Fig. 4. Resource tests at a current of 1 A/cm2

Для минимизации рисков, связанных с подобными явлениями, были разработаны спе-
циальные схемы защиты и стабилизации работы катода. Эти схемы включали:

\bullet автоматические системы мониторинга, обеспечивающие регулировку параметров на-
грузки в реальном времени;

\bullet защитные механизмы, предотвращающие перегрузку катода при критических зна-
чениях тока или напряжения;

\bullet алгоритмы адаптивного управления, направленные на поддержание оптимальных
условий работы.

Использование таких систем позволило существенно повысить надежность катодов,
снизить частоту отказов и обеспечить более стабильную работу в длительных режимах
эксплуатации.

5. Качественный анализ структуры катода после испытаний.
После завершения всех этапов эксперимента был проведен качественный анализ струк-

туры катода с использованием сканирующего электронного микроскопа (СЭМ). Микро-
скопические исследования позволили выявить изменения, произошедшие с поверхностью
катода в процессе эксплуатации, включая:

\bullet образование микротрещин и дефектов;
\bullet изменение морфологии углеродных наностенок;
\bullet локальное окисление или загрязнение поверхности в результате взаимодействия

с остаточной газовой средой.
Результаты анализа продемонстрировали, что основными факторами, влияющими на

долговечность катода, являются:
\bullet термическая нагрузка — вызывает структурные изменения материала;
\bullet ионная бомбардировка — приводит к эрозии поверхности;
\bullet воздействие остаточного газа — способствует химическим реакциям на поверхности

катода.
6. Оптимизация конструкций и технологий производства.
Полученные данные стали основой для дальнейших исследований и разработок,

направленных на оптимизацию конструкций катодов, их материалов и технологий про-
изводства. В частности, были предложены следующие направления улучшений:
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\bullet разработка новых покрытий для защиты поверхности катода от окисления и ионной
эрозии;

\bullet совершенствование методов осаждения углеродных пленок для повышения их меха-
нической и термической стойкости;

\bullet внедрение модифицированных схем управления, учитывающих особенности работы
катодов в экстремальных условиях.

Эти исследования открывают новые возможности для создания катодов с повышенной
долговечностью, устойчивостью к внешним воздействиям и улучшенными эмиссионными
характеристиками.

Сеточный узел
Управляющая сетка является критически важным элементом приборов ВМЭ и основ-

ной сложностью остается обеспечение их упругих свойств, исключающих провисание при
высоких температурах. На начальном этапе выполнялись теоретические расчеты и моде-
лирование физических процессов, возникавших при взаимодействии электронного пучка
с заданной энергией и плотностью тока с виртуальным сеточным элементом при измене-
нии параметров этого элемента.

1. Конструктивные и теплофизические расчеты.
Конструктивные и топологические параметры сеток были оптимизированы на основе

модельных расчетов их теплофизических и функциональных характеристик с помощью
программного пакета COMSOL Multiphysics. Был проведен теоретический анализ распре-
деления тепловых нагрузок на струны при различных значениях мощности падающего
электронного пучка. Результаты моделирования представлены на рис. 5, где показаны
профили температур T по длине L центральной струны сетки для различных значений
мощности электронного пучка P.

Рис. 5 Профили температур Т по длине L центральной струны сетки.
Fig. 5. Temperature profiles T along the length L of the central string of the grid

2. Изготовление и испытания кремниевых сеток.
На основе результатов моделирования были изготовлены кремниевые сеточные узлы

различной конфигурации, включая конструкции с разгрузочными балками, выполняю-
щими роль несущего каркаса. Для этого была разработана новая технология изготовления
кремниевых сеточных узлов с использованием метода фотолитографии и плазмохимиче-
ского травления [7]. В качестве исходного материала применялся легированный моно-
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кристаллический кремний марки КДБ 10 (111) с диаметром 100 мм и толщиной 475 мкм.
Формирование сеток выполнялось на установке Oxford Plazma Lab System в режиме стан-
дартного криогенного плазмохимического травления. Основные реагенты для травления
включали фреон CHF3 для удаления оксида кремния и элегаз SF6 для формирования ба-
лок сетки. Фрагмент изготовленной таким образом кремниевой сетки с ячейкой размером
30 мкм и фото установки представлены на рис. 6.

(а) (б)

Рис. 6. Фрагмент кремниевой сетки (а) и плазмохимическая установка Plazma Lab-100 (б)
Fig. 6. A fragment of a silicon mesh (a) and the Plasma Lab-100 plasma chemical plant (b)

Следующим шагом была отработка методики изготовления сеток с более сложных
конфигураций, так, на рис. 7 представлены SEM-изображения двух типов сеток: сетка
с гексагональной ячейкой размером 30 мкм (рис. 7 а) и сетка со спиралевидной структурой
с характерными размерами 10–20 мкм (рис. 7 б).

(а) (б)

Рис. 7. Кремниевые сетки: а –спиралевидная, б – гексагональная
Fig. 7. Silicon grids: a – spiral, b – hexagonal

Эти узлы способны компенсировать тепловое расширение в плоскости сетки, стабили-
зируя вакуумное пространство сборки.
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Испытания полученных сеток проводились в диодной ячейке с зазором 175 мкм между
поверхностью сетки и плоским анодом, выполненным из кремниевой пластины толщиной
475 мкм.

\bullet сопротивление между противоположными контактами составило 1,1 кОм;
\bullet ток регистрировался микроамперметром М224 с чувствительностью до 0,05 мкА;
\bullet источник питания — высоковольтный стабилизированный блок Spellman SL300.
Изготовленные сеточные узлы имеет прозрачность до 74 % [7], что является более вы-

соким показателем по сравнению с промышленными металлическими аналогами и, кроме
того, демонстрирует высокую устойчивость к провисанию при нагреве и могут стабильно
работать при больших токовых нагрузках. Эти характеристики делают кремниевые сет-
ки перспективным решением для миниатюризации катодно-сеточных узлов и повышения
эффективности устройств вакуумной микроэлектроники.

Макет ВМТ
Макет прототипа вакуумного микротриода (ВМТ) был реализован на основе моди-

фицированного анодно-сеточного узла без центрального штырька и плоского катодного
узла, объединенных в единую сборку. Зазор между катодом и управляющим электро-
дом составлял 20 мкм, что обеспечивало высокую точность управления эмиссионными
характеристиками.

1. Конструктивные особенности макета:
\bullet массив ячеек имел диаметр 3 мм;
\bullet анодом служило дно ячейки диаметром 26 мкм, покрытое молибденом;
\bullet вытягивающий электрод (сетка) представлял собой тонкую молибденовую пленку,

выполненную методом литографии. Оба электрода оснащались внешними контактами для
подачи управляющего потенциала.

2. Выбранная конструкция обеспечивает:
\bullet высокую термическую и электрическую прочность прототипа;
\bullet упрощает задачу размещения макета внутри вакуумного стенда;
\bullet удобное подключение к измерительным приборам.
Схема сборки макета и измеренная вольтамперная характеристика (ВАХ) прототипа

ВМТ представлены на рис. 8 [4].

(а)
(б)

Рис. 8. Схема сборки макета ВМТ (а) и измеренная вольтамперная характеристика (б)
Fig. 8. Assembly diagram of the TDC layout (a) and the measured voltage characteristic (b)

Из анализа ВАХ видно, что примерно половина катодного тока поступает на анод,
а другая половина — на сетку, что приводит к значительному ее разогреву и являет-
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ся ключевой проблемой при эксплуатации подобных устройств. Для снижения тепловой
нагрузки на сетку были предложены следующие решения: уменьшение рабочего зазора
между электродами и оптимизация материалов и геометрии сетки для повышения тепло-
отвода. В реальных изделиях такие улучшения позволят снизить температуру сетки до
расчетных значений, исключая риск перегрева и повышая надежность устройства.

Заключение
Выполненные исследования открывают новые возможности для создания базовых

узлов ВМЭ – холодных катодов и сеточных узлов с повышенной долговечностью, устой-
чивостью к внешним воздействиям и улучшенными эмиссионными характеристиками.
Разработанный и созданный на этих базовых узлах макет ВМТ подтвердил свою функ-
циональность и перспективность для создания высокоэффективных микроэлектронных
систем. Особо важно отметить, что макет продемонстрировал возможность управления
током устройства при низком управляющем потенциале — менее 100 В. Это являет-
ся существенным преимуществом при создании микроэлектронных устройств, так как
позволяет минимизировать энергопотребление, упростить схемы управления и повысить
интеграционные возможности устройства. Очевидно, что ВМЭ может стать новой элек-
тронной компонентной базой, которая открывает новые горизонты для создания высоко-
эффективных электронных устройств, способных работать в экстремальных условиях.
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Аннотация. Методами циклической и квадратно – волновой вольтамперометрии, хроно-
потенциометрии разомкнутой цепи исследован процесс совместного электровосстановле-
ния ионов неодима и бора в эвтектическом расплаве KCl – NaCl – CsCl на вольфрамовом
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восстановление ионов неодима. Показано, что введение фторборат-иона смещает потенци-
ал электровосстановления ионов неодима в отрицательную область и изменяет характер
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3) Materials and methods. This section describes the process of designing the experiment, the methods
and equipment used; it gives detailed information about the subject and sequence of the research,
justifies the choice of the methods used (observation, survey, testing, experiment, etc.).
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