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Аннотация. В смешанной прямоугольной области исследуется задача сопряжения двух
уравнений гиперболического типа третьего порядка. В положительной части области рас-
сматриваемое уравнение совпадает с уравнением Аллера, а в отрицательной части – с мо-
дельным уравнением третьего порядка. Задача заключается в нахождении регулярного
решения рассматриваемого уравнения, когда на положительной части границы области
заданы смешанные граничные условия, а в отрицательной части заданы условия Коши
на одной из характеристик. Доказана теорема о существовании единственного регулярно-
го решения исследуемой задачи в смешанной области. Для доказательства однозначной
разрешимости задачи используется метод Трикоми, согласно которому получены соответ-
ствующие фундаментальные соотношения между следами искомого решения и его произ-
водной, перенесенные из положительной и отрицательной частей смешанной области на
линию сопряжения. Из полученных фундаментальных соотношений, в результате исклю-
чения одного из искомых функций, приходим к смешанной краевой задаче для неоднород-
ного обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка относительно второй
искомой функции – следа производной искомого решения, решение которой найдено и вы-
писано в явном виде. Тогда и решение исследуемой задачи выписывается в явном виде
как решение смешанной краевой задачи для уравнения Аллера в положительной части
смешанной области и как решение задачи Дарбу для модельного уравнения гиперболиче-
ского типа третьего порядка в отрицательной части. В работе также найдены достаточные
условия на заданные функции, обеспечивающие регулярность полученных решений иссле-
дуемой задачи.

Ключевые слова: модельное гиперболическое уравнение третьего порядка, уравнение
Аллера, краевая задача, метод Трикоми.
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Abstract. The problem of conjugating two third-order hyperbolic equations is studied
in a mixed rectangular domain. In the positive part of the domain, the equation under
consideration coincides with the Hallaire equation, and in the negative part, with a third-
order model equation. The problem consists of finding a regular solution to the equation under
consideration when mixed boundary conditions are specified on the positive part of the domain
boundary, and Cauchy conditions on one of the characteristics are specified in the negative part.
A theorem on the existence of a unique regular solution to the problem under consideration
in the mixed domain is proved. To prove the unique solvability of the problem, the Tricomi
method is used. According to this method, the corresponding fundamental relations between the
traces of the desired solution and its derivative are obtained, transferred from the positive and
negative parts of the mixed domain to the conjugation line. From these fundamental relations,
by eliminating one of the desired functions, we arrive at a mixed boundary value problem for
a second-order inhomogeneous ordinary differential equation with respect to the second desired
function—the trace of the derivative of the desired solution. The solution to this problem is
found and written out explicitly. Then, the solution to the problem under study is written out
explicitly as a solution to a mixed boundary value problem for the Hallaire equation in the
positive part of the mixed domain and as a solution to the Darboux problem for a third-order
hyperbolic model equation in the negative part. The paper also finds sufficient conditions on
the given functions that ensure the regularity of the obtained solutions to the problem under
study.
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Введение. Рассматривается уравнение вида

f (x, y) =

\biggl\{ 
uy  - auxx  - buxxy, y > 0,
uxxx + uxxy  - uxyy  - uyyy, y < 0,

(1)

где a, b – заданные положительные числа; f (x, y) – известная функция; u (x, y) – искомая
действительная функция.

Пусть \Omega = \Omega + \cup \Omega  - \cup A0Ar, \Omega + = \{ (x, y) : 0 < x < r, 0 < y < T\} , где r, T <\infty ,
а \Omega  - – область, ограниченная характеристиками A0C : x + y = 0, ArC : x  - y = r
уравнения (1) при y < 0, выходящими из точек A0 = (0, 0), Ar = (r, 0) и пересекающимися
в точках C =

\bigl( 
r
2
, - r

2

\bigr) 
; B0 = (0, T ), Br = (r, T ), A0Ar = \{ (x, 0) : 0 < x < r\} .

В положительной части области уравнение (1) совпадает с неоднородным уравнением
Аллера [1], которое является уравнением гиперболического типа третьего порядка, хотя
его относят к уравнениям псевдопараболического типа [2]. Его решение интерпретируется
как влажность почвы с коэффициентом диффузии a и коэффициентом влагопроводно-
сти b в точке x почвенного слоя 0 \leq x \leq r в момент времени t \in [0, T ] [3]. В работе
[4] уравнение (1) называется модифицированным уравнением влагопереноса. Исследова-
нию различных краевых задач для псевдопараболических уравнений, в частности, и для
уравнения Аллера, посвящены работы [5]–[11].

В отрицательной части области уравнение (1) представляет собой модельное уравнение
третьего порядка гиперболического типа. Локальные краевые задачи для такого уравне-
ния рассмотренны в работе [12], в котором решения исследуемых задач выписываются
в явном виде и найдены условия, обеспечивающие регулярность полученных решений.

В работах [13], [14] для рассматриваемого уравнения (1) ставятся и исследуются
локальные краевые задачи.

Регулярным в области \Omega решением уравнения (1) назовем функцию u = u (x, y)
такую, что u \in C

\bigl( 
\Omega 
\bigr) 
\cap C1

\bigl( 
\Omega \setminus \{ A0B0 \cup B0Br \cup ArC\} 

\bigr) 
\cap C2, 1

x, y (\Omega 
+) \cap Ci,j

x,y (\Omega 
 - ), (i+ j = 3,

i = 0, 3, j = 0, 3), uxxy (x, 0) \in L1 (A0Ar) и удовлетворяющую уравнению (1).
Постановка задачи и полученный результат. Исследуется следующая
Задача. Найти регулярное в области \Omega решение u = u (x, y) уравнения (1), удовле-

творяющее следующим краевым условиям:

u (0, y) = ux (r, y) = 0, 0 \leq y < T, (2)

u [\theta 0 (x)] = \phi 1 (x) , 0 \leq x \leq r, (3)

\partial u

\partial n
[\theta 0 (x)] = \phi 2 (x) , 0 \leq x \leq r, (4)

где \theta 0 (x) =
\bigl( 
x
2
,  - x

2

\bigr) 
– аффикс точки пересечения характеристики, выходящей из точки

(x, 0) \in A0Ar с характеристикой A0C; \partial u
\partial n

– производная по направлению внутренней
нормали n к характеристике A0C; \phi 1 (x), \phi 2 (x) – заданные на [0, r] функции.

Справедлива следующая
Теорема. Пусть заданные функции \phi 1 (x), \phi 2 (x) и f (x, y) таковы, что

\phi 1 (x) , \phi 2 (x) \in C1 [0, r] \cap C3 ]0, r[ , f (x, y) \in C1
\bigl( 
\Omega 
\bigr) 
.

Тогда задача (2)–(4) для уравнения (1) имеет и притом единственное регулярное
в области \Omega решение.
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Доказательство. Пусть существует решение u (x, y) задачи (2)–(4) для уравнения
(1) и пусть

u (x, 0) = \varphi (x) , 0 \leq x \leq r, (5)

uy (x, 0) = \psi (x) , 0 < x < r. (6)

Общее решение уравнения (1) при y < 0 можно выписать в виде [13]

u (x, y) = g1 (x+ y) + (x+ y) g2 (x - y) + g3 (x - y)+

+
1

8

x - y\int 
0

x+y\int 
0

(x+ y  - s) f

\biggl( 
s+ t

2
;
s - t

2

\biggr) 
dsdt, (7)

где gk, k = 1, 3 – произвольные функции своих аргументов.
Удовлетворяя (7) заданным краевым условиям (3)–(5), находим функции gk, k = 1, 3:

g1 (x) = \varphi (x) - 
\surd 
2

2
x\phi 2 (x) + xg\prime 1 (0) - \phi 1 (x) + g1 (0) - 

 - 1

8

x\int 
0

x\int 
0

(x - s) f

\biggl( 
s+ t

2
;
s - t

2

\biggr) 
dsdt,

g2 (x) =

\surd 
2

2
\phi 2 (x) - g\prime 1 (0) ,

g3 (x) = \phi 1(x) - g1(0).

Подставляя найденные функции gk, k = 1, 3, из (7) находим решение задачи (3)–(5) для
уравнения (1) при y < 0 в виде

u (x, y) = \varphi (x+ y) +

\surd 
2

2
(x+ y) [\phi 2 (x - y) - \phi 2 (x+ y)] +

+\phi 1 (x - y) - \phi 1 (x+ y) - 1

8

x+y\int 
x - y

x+y\int 
0

(x+ y  - s) f

\biggl( 
s+ t

2
;
s - t

2

\biggr) 
dsdt. (8)

Из (8) с учетом условия (6), получаем фундаментальное соотношение между функци-
ями \varphi (x) и \psi (x), принесенное из области \Omega  - на линию y = 0 в виде

\varphi \prime (x) = \psi (x) + F (x), (9)

где

F (x) =
\surd 
2x\phi \prime 

2 (x) + 2\phi \prime 
1 (x) +

1

4

x\int 
0

(x - s) f

\biggl( 
s+ x

2
;
s - x

2

\biggr) 
ds.

Из уравнения (1) в положительной части области переходя к пределу при y \rightarrow +0,
с учетом обозначений (5) и (6) находим фундаментальное соотношение между функциями
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\varphi (x) и \psi (x), принесенное из области \Omega + на линию y = 0 в виде

\varphi \prime \prime (x) =  - a
b
\psi \prime \prime (x) +

1

a
\psi (x) - 1

a
f (x, 0) , (10)

а из краевых условий (2) получаем следующие условия согласования

\varphi (0) = 0, \varphi \prime (r) = 0, (11)

\psi (0) = 0, \psi \prime (r) = 0. (12)

Из соотношений (9) и (10), исключая функцию \varphi (x), относительно функции \psi (x)
приходим к следующему дифференциальному уравнению второго порядка с постоянными
коэффициентами

\psi \prime \prime (x) +
a

b
\psi \prime (x) - 1

b
\psi (x) = w (x) , (13)

w (x) =  - 1

b
f (x, 0) - a

b
F \prime (x) .

Решение задачи (12) для уравнение (13) существует и единственно, и выписывается по
формуле

\psi (x) =
1

k1  - k2

x\int 
0

\bigl[ 
ek1(x - \xi )  - ek2(x - \xi )

\bigr] 
w(\xi )d\xi +

+
ek2x  - ek1x

(k1  - k2) (k1ek1r  - k2ek2r)

r\int 
0

\bigl[ 
k1e

k1(r - \xi )  - k2e
k2(r - \xi )

\bigr] 
w(\xi )d\xi , (14)

где

k1,2 =
 - a\pm 

\surd 
a2 + 4b

2b
.

При этом из (9) и первого условия из (11) находим, что

\varphi (x) =

x\int 
0

[\psi (\xi ) + F (\xi )] d\xi . (15)

После того как функция \varphi (x) найдена, решение исследуемой задачи при y < 0 вы-
писывается по формуле (8), а при y > 0 решение смешанной краевой задачи (2), (5) для
уравнения (1) находится в виде [15]

u (x, y) =

r\int 
0

G (x, y; \xi , 0) [\varphi (\xi ) - b\varphi \prime \prime (\xi )] d\xi +

r\int 
0

y\int 
0

G (x, y; \xi , \eta ) f (\xi , \eta ) d\eta d\xi , (16)

где функция G (x, y; \xi , \eta ) определяется по формуле

G (x, y; \xi , \eta ) =
\infty \sum 
n=1

2

r(1 + b\mu n)
e - 

a\mu n
1+b\mu n

(y - \eta ) sin (
\surd 
\mu nx) sin (

\surd 
\mu n\xi ) , \mu n =

\biggl( 
\pi (2n - 1)

2r

\biggr) 2

.
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Из (14) и (15) следует, что однородная задача будет обладать только нулевым реше-
нием \varphi (x) = \psi (x) \equiv 0 \forall x \in [0, r]. А значит, из представлений (8) и (16) заключаем, что
однородная задача, соответствующая задаче (2)–(4) для уравнения (1) будет иметь только
тривиальное решение u (x, y) \equiv 0 \forall (x, y) \in \=\Omega , что говорит о единственности регулярного
решения исследуемой задачи.
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